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Motivasyon

Bu boliimde, sirasiyla asagidaki konular incelenecektir.

Basit Dogrusal Regresyon modeli

Basit Dogrusal Regresyon modelinde Gauss—-Markov varsayimlari
Basit Dogrusal Regresyon modelinin tahminine ait yontemler
Siradan En Kiiciik Kareler parametre tahmincileri
Determinasyon Katsayis1

Siradan En Kiiciik Kareler parametre tahmincilerinin 6zellikleri

Basit Dogrusal Regresyon modelinde Gauss—Markov teoremi
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Motivasyon

@ Basit Dogrusal Regresyon (BDR) iki farkli degisken arasindaki iliskiyi incelemek
icin kullanilir.

@ Daha sonra gorecegimiz nedenlerden dolayi, ugulamali analizde genel bir arag
olarak kullanildiginda BDR modelinin kisitlar: vardir.

@ Buna ragmen, BDR modelinin nasil yorumlanacagini 6grenmek, sonraki
boliimlerde yapacagimiz Coklu Dogrusal Regresyon (CDR) modelini temelden
anlamak i¢in tizerinde durulmasi gereken bir konudur.

@ BDR modelinin kisitlar1 ve CDR modeli hakkindaki detayl: bilgi “Ekonometri I -
Coklu Dogrusal Regresyon Modeli: Tahmin” konusunda bulunabilir.
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Basit Dogrusal Regresyon Modelinin Mantigt

Basit Dogrusal Regresyon Modelinin Mantigi

@ Uygulamali ekonometrik analizlerin ¢ogu su 6nermeyle baslar:

Temel Ekonometrik Onerme

y ve x, bir anakiitleyi temsil eden iki rassal degiskendir ve biz, “y’yi x cinsinden
acitklamak” veya “y’'nin x’teki degisikliklerle nasil degistigini incelemekle” ilgileniyoruz.

@ “Ekonometri I - Matematik ve Istatistik Gozden Gecirme” konusunda y ve x
arasindaki kesin iliskiyi gosteren fonksiyonlar incelemistik.

o Fakat sosyal bilimlerde iki degisken arasindaki iliski hi¢bir zaman kesin degildir.

«

@ Bu nedenle, “y’yi x cinsinden agiklayacak” bir model yazarken ii¢ sorun vardir.
Q@ iki degisken arasinda hi¢bir zaman kesin bir iliski olmadigina goére, diger faktorlerin
y'yi etkilemesine nasil izin verebiliriz?
@ y ve x arasindaki iliskiyi belirten fonksiyonel form nedir?
@ y ve x arasinda bir ceteris paribus iliskisi yakaladigimizdan nasil emin olabiliriz?

@ Bu sorunlary, y'den x’e iliskin bir denklem yazarak Slayt 6’deki gibi ¢6zebiliriz.

(%) EskisEHIR OSMANGAZI UNiERSITESI 5/124 BDR Modeli © 2024 by Dr. Omer Kara



Basit Dogrusal Regresyon Modeli

Basit Dogrusal Regresyon Modeli

Model
y=po+Bix+u (Indekssiz)
yi=Po+pix;+u;, i=12,...,n (Indeksli)

k: bagimsiz degisken sayis1 — k = 1

k + 1: bilinmeyen sabit 8 parametre sayis1 — So, 81

n: gozlem (veri) sayis1 — i =1,2,...,n ve s=1,2,...,n, i #s
y: bagimli degisken

x: bagimsiz degisken

u: Hata terimi, x disinda modele dahil edilmemis tiim faktorlerin ortak etkisi
@ Bo: Kesim parametresi (1 tane var), sabit terim olarak da adlandirilir

@ f31: x bagimsiz degiskeni i¢in egim parametresi (1 tane var)

o x: Tiim bagimsiz degiskenlerin temsili — x = {x}

@ Yukaridaki model bazen anakiitle modeli olarak da bilinir.
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Basit Dogrusal Regresyon Modeli
Basit Dogrusal Regresyon Modeli
Model
y=Po+pix+u (Indekssiz)
yi=PBo+Pixi+tu;, i=12,...,n (Indeksli)

@ u: Bagimli degisken y tizerinde etkili olan bagimsiz degisken x disindaki diger
gozlenemeyen faktorleri temsil eder.
@ fo:x = 0 iken y'nin alacag: degeri gosterir.
@ f1: yyi etkileyen diger tiim faktorler, yani u’da icerilen faktorler, sabitken
(Au = 0), x’deki degismenin y'de yaratacagi yalin etkiyi/degismeyi gosterir.
Ay = ﬂ 1Ax + Au

Ay =pBi1Ax eger Au=0
o Parametreleri yorumlarken fonksiyonel forma dikkat edilmelidir.
o Farkli fonksiyonel formlarin yorumlamalar: hakkindaki detayli bilgi Slayt 93’'de
bulunabilir.
@ Au = 0 oldugunda, #’nun i¢inde bulunan tiim gézlenemeyen faktorlerin ayr1 ayri
sabit oldugu degil, ortalama olarak degisimin olmadigi kastedilir. Yani, negatif ve
pozitif isaretli u’lar birbirini gétiirdiigiinde ortalama olarak degisim olmayacaktir.
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Basit Dogrusal Regresyon Modeli

Basit Dogrusal Regresyon Modeli

@ Regresyon modellerinde degiskenler icin kullanilan terminoloji asagida verilmistir.

Tablo 1: Degiskenler Terminolojisi

y x
Bagimli Degisken Bagimsiz Degisken
Agiklanan Degisken Aciklayici Degisken
Tepki Degiskeni Kontrol Degiskeni
Tahmin Edilen Degisken Tahmin Eden Degisken
Regresand Regressor
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Basit Dogrusal Regresyon Modeli

Basit Dogrusal Regresyon Modeli - Ornek 1

Ucret vs. Egitim Modeli

Bir ¢alisanin fazladan 1 yil egitim aldiginda ticretinin ne kadar arttigini arastirmak
istedigimizi diisiinelim. Yani, egitimin ticret izerindeki etkisini ayristirmak istiyoruz.

wage = Bo + Breduc + u

wage: saat bagina iicret (dolar); educ: egitim diizeyi (y1l)

o Egim Parametresi 31: Ceteris paribus egitim diizeyindeki 1 birimlik degisimin,
saat basina ticretinde meydana getirecegi degisimi belirtir.

Awage = B1Aeduc + Au
Awage = f1Aeduc eger Au=0
o Rassal Hata Terimi u: Saat basina iicreti etkileyen, egitim diizeyi disindaki
tecriibe, kidem, dogustan gelen yetenek, cinsiyet ve yas gibi tiim faktorlerin ortak

etkisini gosterir.
Ceteris Paribus < Diger tiim faktorlerin ortalamada sabit tutulmas: & Au = 0
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Basit Dogrusal Regresyon Modeli
Basit Dogrusal Regresyon Modeli - Ornek 2

Tarimsal Cikt1 vs. Giibre Miktar1 Modeli

Giibre miktarinin tiretilen tarimsal ¢ikti miktar: tizerindeki yalin etkisini arastirmak
istedigimizi diistinelim. Yani, kullanilan giibre miktarinmn tiretilen tarimsal ¢ikt: miktari
tizerindeki etkisini ayristirmak istiyoruz.

output = By + Bifert +u

output: tarimsal ¢ikt1 miktari; fert: giibre miktari

o Egim Parametresi 31: Ceteris paribus giibre miktarindaki 1 birimlik degisimin,
¢ikt1 miktarinda meydana getirecegi degisimi belirtir.

Aoutput = BiAfert + Au
Aoutput = BiAfert eger Au=0
o Rassal Hata Terimi u: Cikti miktarini etkileyen, giibre miktar: disindaki yagmur

miktar1 ve topragin kalitesi gibi tiim faktorlerin ortak etkisini gosterir.
Ceteris Paribus & Diger tiim faktorlerin ortalamada sabit & Au = 0
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Basit Dogrusal Regresyon Modeli

Dogrusal Model

@ Regresyon modelinin dogrusal olmas1 su anlama gelir: x’deki degismenin y’de
meydana getirecegi etki, x'in baslangi¢c degeri ne olursa olsun aynidir, yani sabittir.
@ Uygulamadaki bu sabit etki varsayimi cogu zaman gerceklere uymaz. Ornegin:
o Olgege gore artan ya da azalan getiri dogrusal regresyon modelleriyle aciklanamaz.
o Slayt 9’de verilen ticret vs. egitim modelinde, ilave bir y1l egitimin etkisi 6nceki egitim
diizey(ler)ine gore aynidir, fakat gercekte daha fazla olmasi beklenir.
o Tecriibenin ticret {izerindeki etkisini arastiran bir modelde ise gercekte tecriibe
diizeyinin ticretler {izerinde 6nce artan sonra azalan bir etkiye sahip olmasi beklenir.
@ Dogrusal modellerin bu kisitina ragmen Ekonometri Teorisi'nde basitligi ve kolay
anlasilmasi nedeniyle siklikla kullanilir.

@ Sabit olmayan etkilerin nasil modellenecegini daha sonra gorecegiz.
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Gauss—Markov Varsayimlar1

Gauss—Markov Varsayimlari

BDR.1: Gozlem Sayist

Gozlem sayisi 7 tahmin edilecek anakiitle parametre sayisindan biiyiik ya da en azindan
esit olmalidir.
n>k+1

BDR.2: Parametrelerde Dogrusallik

Model parametrelerde dogrusaldir.
y=Po+tPix+uv
y=Po+pix>+uv
y=PBo+pBix+uX

y=,80+\/,8_1x+ux

V.
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Gauss—Markov Varsayimlar1

Gauss—Markov Varsayimlari

BDR.3: Rassallik

Tahminde kullanilan n tane gozlem ilgili anakiitleden rassal 6rnekleme yoluyla
secilmistir. Yani gozlemler stokhastiktir (rassal), yani deterministik (kesin) degildir.

{(xi,yi) :i=1,2,...,n}

BDR.4: Bagimsiz Degiskenin Sabit Olmamasi

Orneklemde (ve bu nedenle anakiitlede) bagimsiz degisken kendi i¢inde sabit degildir
(veterli degisenlik vardur).

n
Z(xi —X?)Z >0
i=1
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Gauss—Markov Varsayimlar1

Gauss—Markov Varsayimlari

BDR.5: Sifir Kosullu Ortalama

Bagimsiz degiskenin herhangi bir degeri verildiginde, # hata teriminin beklenen degeri
sifira esittir.
E(ulx) = E(ulx) =0

@ Yinelenen Beklentiler Kanunu ve kosullu beklenen degerin 5. 6zelligi kullanilarak
Sifir Kosullu Ortalama varsayimi yeniden tanimlanabilir.
BDR.5: Sifir Kosullu Ortalama
E(ulx) =E(u) =0
Cov(x,u) =0, Corr(x,u) =0 ve E(xu)=0

Sonug: u ve x ortalama bagimsizdir. Yani u ve x dogrusal olarak iliskisizdir.

v
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Gauss—Markov Varsayimlar1

Gauss—Markov Varsayimlari
BDR.6: Otokorelasyon Olmamasi
Hata terimleri arasinda otokorelasyon yoktur.
Corr(uij,us|lx) =0, i#s
Corr(uij,us|x) =0, i+#s

Corr(uj,us) =0, i#s

@ BDR.6 varsayimyi, yatay-kesit analizindeki rassallik varsayimi (BDR.3) nedeniyle
genellikle otomatik olarak saglanir. Fakat ¢cok ekstrem durumlarda gereklidir ve bu
nedenle diger bircok kaynaktan farkli olarak eklenmistir.

@ BDR.6 varsayimi asagidaki esitlikleri de saglar.

BDR.6: Otokorelasyon Olmamasi
Cov(uj,ug|x) =0 ve Cov(ujus) =0, i#s

E(ujug|x) =0 ve E(ujus) =0, i#s
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Gauss—Markov Varsayimlar1

Gauss—Markov Varsayimlari

BDR.7: Sabit Varyans (Homoscedasticity)

u hata teriminin bagimsiz degisken x’e gore kosullu varyans: sabittir.
Var(ulx) = o
Var(u|x) = o

Var(u) = o

a |
@ BDR.7 varsayimu asagidaki esitlikleri de saglar.
BDR.7: Sabit Varyans (Homoscedasticity)
Eu*x) =o0? ve Eu®) =o?

@ o regresyonun standart sapmasidir (bilinmiyor, bu nedenle tahmin edilecek).
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Gauss—Markov Varsayimlar1

Gauss—Markov Varsayimlari

Yukarida verilen Gauss—-Markov Varsayimlari yatay-kesit verisi ile yapilan
regresyon icin gecerli varsayimlardir.

Zaman serileri ile yapilan regresyonlarda bu varsayimlarin degistirilmesi gerekir.
Gauss—Markov Varsayimlari, BDR Varsayimlari olarak da anilir.

Bazi BDR Varsayimlarinin detayi ilerleyen slaytlarda konu akis1 i¢inde verilmistir.

Gauss—Markov Varsayimlari1 daha sonra Gauss—Markov Teoremi'ni olusturmada
kullanilacaktir.

@ Gauss—Markov Teoremi ise BDR modelinin Siradan En Kiiciik Kareler Yontemi
ya da Momentler Yontemi ile tahmini icin teorik dayanak saglamada
kullanilacaktir. Bakiniz Slayt 89.
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Anakiitle Regresyon Fonksiyonu

Anakiitle Regresyon Fonksiyonu

@ Anakiitle Regresyon Fonksiyonu (ARF), BDR.5 varsayimi altinda, bagimh
degisken y’'nin bagimsiz degisken x’e gore kosullu ortalamasidir.

Anakiitle Regresyon Fonksiyonu (ARF)

y=Po+Bix+u (Model)
E(ylx) = Bo + P1x (ARF - indekssiz)
E(ylx) = Bo + pix (ARF - indekssiz)
E(yi|xi) = Bo + B1x; (ARF - Indeksli)

o ARF tektir ve bilinmez.
@ ARF, bagimsiz degisken x’in dogrusal bir fonksiyonudur.

@ y = fo + B1x + u modeline ait ARF Sekil 1'de gosterilmistir.
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Anakiitle Regresyon Fonksiyonu

Anakiitle Regresyon Fonksiyonu

y

PRF = ARF
E(ylx) = B, + Bx

X, X; X

Sekil 1: y = Bo + B1x + u Modeline ARF
Kaynak: wooldridge:2016a
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Anakiitle Regresyon Fonksiyonu

Anakiitle Regresyon Fonksiyonu

@ BDR.5 ve BDR.7 varsayimlari altinda bagimli degisken y'nin bagimsiz degisken x’e
gore kosullu dagilimi asagidaki gibi ifade edilebilir.

y'nin x’e Gore Kosullu Dagilinu

y=po+pix+u (Model)
E(y|x) = Bo + f1x (ARF)
Var(y|x) = o*

ylx ~ (Bo + Bix, o ) (y|x'in dagilimz)
—_—

Ortalama Yaryans

@ Verilmis bagimsiz degisken x diizeyinde bagimli degisken y'nin dagiliminin
ortalamasi E (y|x) ve varyansi o->'dir.

@ BDR.5 (sifir kosullu ortalama) ve BDR.7 (sabit varyans) varsayimlari altinda,
y = Bo + S1x + u modeline ait ARF ve y|x’in dagilim1 Sekil 2’de gosterilmistir.
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Anakiitle Regresyon Fonksiyonu

Anakiitle Regresyon Fonksiyonu ve y|x’in Dagilimi

ARF
Eylx) = B, + Bx

1 1 1
Xl X2 X}
Sekil 2: y = By + B1x + u Modeline Ait ARF ve y|x’in Dagilim:
Kaynak: wooldridge:2016a
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Orneklem Regresyon Fonksiyonu

Orneklem Regresyon Fonksiyonu: Amag

@ BDR tahminindeki asil amacimiz sirasiyla:
o Oncelikle, iktisat teorisine gére model olusturmak.
o Gauss—Markov varsayimlari kullanarak ARF’yi olusturmak.
o ARFyi rassal 6rneklemeyle sectigimiz belli sayidaki veriyi kullanarak tahmin etmektir.
© ARF'nin tahmini ise Orneklem Regresyon Fonksiyonu'dur ve bu tahmin
orneklemden 6rnekleme degisir.

Model
y=pBo+pLix+u

Anakiitle Regresyon Fonksiyonu (ARF)
E(yIx) = Bo + B1x

Orneklem Regresyon Fonksiyonu (ORF)
g =Bo+pPix

o’

@ ARF'deki parametreler (B, 81) bilinmeyen sabit sayilarken, ORF'deki parametreler
(BO, ﬁl) orneklemden 6rnekleme degisen rassal degiskenlerdir.
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Orneklem Regresyon Fonksiyonu

Orneklem Regresyon Fonksiyonu: Amag

Model
y=Po+Bix+u (Indekssiz)
Yi = Bo + Bixi + u; (Indeksli)
v

Anakiitle Regresyon Fonksiyonu (ARF)
E(y|x) = Bo + B1x (Indekssiz)
E(yilxi) = Bo + Bixi (Indeksli)
v

Orneklem Regresyon Fonksiyonu (ORF)

g =Po+pBix (Indekssiz)

i = Po + Bixi (Indeksli)
V.
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Orneklem Regresyon Fonksiyonu

Orneklem Regresyon Fonksiyonu

Orneklem Regresyon Fonksiyonu (ORF)

U= PBo+fix (Indekssiz)
9i = Bo + Brxi (indeksli)
Yi = Ui + i
S~—— S~—— SN——
Gozlenen Deger ~ Tahmin Edilen Deger Kalint1 (Artik)
Rassal Degil (Deterministik)

@ U;: y; bagimli degiskeninin tahmini

@ Paramete tahmincileri 6rneklemden 6rnekleme degisir, yani rassaldir.
o fBo: Bo kesim parametresinin tahmini (1 tane var)
° ,[;’1 : 1 egim parametresinin tahmini (1 tane var)

o #;: Kalint1 (artik) olarak adlandirilir. Gozlenen deger y; ile tahmin edilen deger
g; min farkidir. Rassal degildir, tahmin sirasinda hesaplanir. Hata terimi u; nun
orneklem analogu olarak yorumlanabilir fakat kesinlikle ayni1 seyler degildir.

@ Hata terimi u ve kalint1 ii arasindaki farklar icin Slayt 28’i inceleyin.

@ y = fBy + f1x + u modeline ait ORF Sekil 3'de gosterilmistir.
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Orneklem Regresyon Fonksiyonu

Orneklem Regresyon Fonksiyonu
y

( Gazlenen Deger )

Pozitif
Yi
//(\(ab"h) / ORF
0; = residual LU= Bo + Bix

; ilen Deger
y,= fitted value (T"""“"‘ Ediler B9 )

J

X X;

Sekil 3: y = By + B1x + u Modeline Ait ORF
Kaynak: wooldridge:2016a
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Orneklem Regresyon Fonksiyonu
Orneklem Regresyon Fonksiyonu
@ Model, ARF ve ORF denklemleri arasinda dikkat edilmesi gereken farklar vardir.

Model, ARF ve ORF

Yi = Bo+pixi + uj (Model)
—— ~— ——
Gozlenen Deger E (yilx;) . Rassal Hata Terimi

(Sistemetik Kisim) (Sistematik Olmayan Kisim)

E(yilxi) = Bo+Bixi (ARF)

— e

Sistemetik Kisim

i = Bo + Bixi (ORF)

—— ————

Tahmin Edilen Deger  Sistemetik Kismin Tahmini

Yi = Yi + Ui
S~~—— S~—— S~
Gozlenen Deger ~ Tahmin Edilen Deger Kalint1 (Artik)

Rassal Degil (Deterministik)

@ y = fBy + f1x + u modeline ait ARF ve ORF Sekil 4'de beraberce gosterilmistir.
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Orneklem Regresyon Fonksiyonu

ARF ve ORF

aes
U e Golere D‘3

ORF
=a.+ Bix

ARF
E(alx):GOfB' X

80 .....................

P

Xi X
Sekil 4: y = By + B1x + u Modeline Ait ARF ve ORF
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Orneklem Regresyon Fonksiyonu

Hata Terimi u ve Kalint1 iz Arasindaki Farklar

o Kalint1 #, hata terimi #’'nun 6rneklem analogu olarak yorumlanabilir fakat
kesinlikle ayni seyler degildir. Bu nedenle kesinlikle birbirine karistirilmamalidir.
o Hata terimi u:

Yi =Po+Pixi+  u;
——
Hata Terimi

o Tipk: anakiitle parametreleri Sy ve 8 gibi gézlenemez ve bu nedenle bilinemez.
o Rassaldur.

o Kalinti 7:

Bo+pixi  + u;
———— ——
Tahmin Edilen Deger j; ~ Kalint1

Yi

o Tahmin sirasinda veriler kullanilarak hesaplanir ve bu nedenle bilinir.
o Rassal degildir.
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Tahmin Yontemleri

Orneklem Regresyon Fonksiyonu: Tahmin Yontemleri

Model, ARF ve ORF

y=Po+p1x+u (Model)
E(ylx) = Bo + B1x (ARF)
J=PBo+pix (ORF)

o Orneklem Regresyon Fonksiyonu (ORF), iki yontemle tahmin edilebilir.

o Siradan En Kiiciik Kareler (SEKK) Yontemi
o Momentler Yontemi

o Iki yontem de ayni tahmin sonuclarini verir.
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Tahmin Yontemleri

Siradan En Kiiciik Kareler Yontemi

o Siradan En Kiiciik Kareler Yontemi, kalint1 kareleri toplamini (SSR) en kiiciik
yapan parametre tahmincilerini hesaplamaya calisir.

Orneklem Regresyon Fonksiyonu (ORF)
J=Po+pix

Gozlenen Deger, Tahmin Edilen Deger ve Kalintt

=0+t — W=yi—U

SEKK Amag Fonksiyonu

n
min SSR = min = min » (y; — Bo — Bi1xi)*
Bo. B Bo. B ; Bo, B1 ; l '
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Tahmin Yontemleri

Siradan En Kiiciik Kareler Yontemi

SEKK Birinci Sira Kosullar:
JSSR & . .
— =-2> (i —Bo—Pix;)) =0
dpo i=1
dSSR L N .
— =-2> xi(y; — fo— Pix:)=0
9B = )
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Tahmin Yontemleri

Siradan En Kiiciik Kareler Yontemi

SEKK Birinci Sira Kosullar:

DWi—Po-Pixi) =0 — D=0
=i

i=1

in(yi—,éo—,élxi) =0 — inﬂi =0
i=1 i=1

@ Birinci sira kosullarindan elde edilen k£ + 1 tane denklemin ¢6ziimiinden
parametre tahmincileri By ve B; (toplamda k + 1 = 2 tane) bulunur.
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Tahmin Yontemleri

Momentler Yontemi

@ Anakiitle moment kosullar1t BDR.5 varsayimi kullanilarak yazilabilir.

@ Daha sonra anakiitle moment kosullarini kullanarak érneklem moment kosullar1
elde edilebilir.

BDR.5: Sifir Kosullu Ortalama
E(ulx) =E(u) =0
Cov(x,u) =0, Corr(x,u)=0 ve E(xu)=0

Sonug: u ve x ortalama bagimsizdir. Yani u ve x dogrusal olarak iliskisizdir.
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Momentler Yontemi

Tahmin Yontemleri

Anakiitle Moment Kosullar: ve Orneklem Moment Kosullar:

Anakiitle
—

E(u)=0

E(xu) =0

Orneklem
—

n
— =0
i=1

n
— inﬂi =0
i=1
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Tahmin Yontemleri

Momentler Yontemi

o Orneklem moment kosullarindan elde edilen k + 1 tane denklemin ¢6ziimiinden
parametre tahmincileri B ve 3; (toplamda k + 1 = 2 tane) bulunur.

o SEKK birinci sira kosullar1 ve 6rneklem moment kosullar1 aslinda ayni denklemler
kiimesini verir.

@ Bu nedenle, SEKK Yontemi ve Momentler Yontemi ile BDR modeli tahmin
edildiginde ayni1 sonuclara ulagilir.

o Genellikle kullamlan yontem SEKK'dir. Bu nedenle parametre tahmincileri B, ve
B1 genellikle SEKK parametre tahmincileri ya da SEKK tahmincileri olarak
adlandirilir.

@ Bu yontemlerin tek ¢6ziim vermesi i¢in BDR.4 (Bagimsiz Degiskenin Sabit
Olmamasi) varsayiminin saglanmasi gereklidir. Bakiniz Slayt 13 ve Slayt 37.
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SEKK Parametre Tahmincileri

SEKK Parametre Tahmincileri

Ana Model
Yi = Bo + Bixi +u; (Model - Indeksli)
Gi = Bo + Prxi (ORF - indeksli)

@ [ kesim parametresinin tahmini S:
Bo=9-p1x
. . . . . 3. o . . . . . 5
@ f31 egim parametresinin tahmini, ya da x’in egim parametresinin tahmincisi, 3;:

2 (i = %) (i - )

5 i=1

B =S
Z(xi -x)?
=1
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SEKK Parametre Tahmincileri

SEKK Parametre Tahmincileri

@ 31 egim parametresinin tahmini, ya da x’in egim parametresinin tahmincisi, §;:

y ile x’in Orneklem Kovaryanst

. S -0 - 9)
Z(xi - )i —9) =l

Bl=i_ln — ,31= nn_l
D —%)? D= %)?
i=1 i=1

n—1

x'in Orneklem Varyansi
Qo ﬂ 1, y ile X’in 6rneklem kovaryansinin, x’in érneklem varyansina oranina esittir.
@ py’nm isareti y ile x'in 6rneklem kovaryansinin isaretine baghidir. Orneklemde y ve x
aym yonde iligkiliyse 3 pozitif isaretli, ters yonde iliskiliyse negatif isaretli olacaktur.
@ /1'nin hesaplanabilmesi i¢in x’'de yeterli degisiklik olmalidir. Eger érneklemde tiim
x’ler ayni degerleri aliyorsa x’in 6rneklem varyans: sifir olur ve 3; tammsiz olur.

n
Z(xi —X)z >0
i=1
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Yorumlama ve Ornekler

Sifir Kosullu Ortalama Varsayimi (BDR.5) Yorumu

Basit Dogrusal Regreson Modeli
y= Bo + ﬂlx +u J

BDR modelinde, u'nun x’lerle iliskisiz olmasi varsayimi, yani BDR.5:
E(ulx) = E(u|x) =0

@ Yani x’in anakiitledeki tiim degerleri i¢in #’'nun beklenen degeri sifirdir.
@ Ucret vs. egitim modelinde (Slayt 9) BDR.5 varsayimi asagidaki gibi yazilabilir.
wage = Bo + Preduc +u (Model)
E(uleduc) =0 (BDR.5)

Bu iicretleri etkileyen diger faktorlerin (1) ortalama olarak educ ile iliskisiz
oldugu anlamina gelir.
@ Ornegin, dogustan gelen yetenek (ability) u'nun bir parcas ise, ortalama yetenek

diizeyi, egitimin tiim diizeylerinde aynidir (sabittir).

E(abilityleduc = 4) = E(abilityleduc =8) =---=0

@ Eger egitim diizeyi ile dogustan gelen yetenegin iliskili oldugunu diistiniiyorsak
(6rnegin: daha yetenekliler okulda da daha iyiler ve bu nedenle egitim diizeyleri
fazla), bu durumda BDR.5 varsayimi saglanmaz.
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Yorumlama ve Ornekler

Sifir Kosullu Ortalama Varsayimi (BDR.5) Yorumu

@ Tarimsal ¢ikt1 vs. giibre miktar1 modelinde (Slayt 10), BDR.5 varsayimi asagidaki
gibi yazilabilir.

output = Bo + Bifert +u (Model)
E(u|fert) =0 (BDR.5)
@ Yani, tarimsal ikt miktarim etkileyen diger faktérler (yagmur miktari, topragin

kalitesi vs.), ortalama olarak, fert degiskeniyle iliskisizdir.

o Eger yiiksek kaliteli toprak parcalarina yiiksek miktarda giibre uygulanirsa (yani
toprak kalitesi ve giibre miktari iliskili), hata terimi #’'nun beklenen degeri giibre
miktari ile degisir. Bu durumda BDR.5 varsayimi saglanmaz.
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Yorumlama ve Ornekler

Regresyonun Yorumu
Model ve ORF
y=po+pix+u (Model)
J=fo+pBix (ORF)
Ay = ﬁlm (Degisim Cinsinden)

o Egim paramtresi tahmincisi 31, bagimsiz degisken x'in y tizerindeki yaln/kismi
yani ceteris paribus etkisini verir.
e A;’nm yorumu: X
Ay = pi1Ax
@ x'de meydana gelen 1 birimlik degismenin y'de meydana getirecegi ortalama
degisim 3 kadardir.
o Parametreleri yorumlarken fonksiyonel forma dikkat edilmelidir.
o Farkli fonksiyonel formlarin yorumlamalar1 hakkindaki detayli bilgi Slayt 93'de
bulunabilir.

(%) EskisEHIiR OSMANGAZI UNiERSITESI 40/ 124 BDR Modeli © 2024 by Dr. Omer Kara



Yorumlama ve Ornekler

Ornek: CEO Maas1 vs. Karlilik Modeli

CEO Maasi vs. Karlilik Modeli

y=Bo+pBix+u — salary= Lo+ Biroe+u (Model)
g=Po+pix — salary=Po+piroe (ORF)
salary = 963.191 + 18.501 roe (ORF)
n =209
salary: CEO maasi (bin dolar); roe: sirketin karlilik yiizdesi

o Kesim parametresi /?0 = 963.191 olarak tahmin edilmistir.
e roe = 0 oldugunda modelce tahmin edilen CEO maas1 sal_dgz7y’yi ifade eder. Yani
sirketin karlilik yiizdesi roe sifir oldugunda, CEO maag1 $963191'dir.
o Egim parametresi 3; = 18.501 olarak tahmin edilmistir.
e roe’y1 1 birim arttirdigimizda CEO maas1 salary 18.501 birim, yani $18501 artar.
o Baska bir ifadeyle, iki CEO’dan birinin roe diizeyi digerinden bir birim fazlaysa, bu
iki CEO i¢in tahmin edilen maas farki ortalama olarak $18501’dir.
o Burada somut iki CEO’dan degil ortalama durumdan bahsedilmektedir.
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Yorumlama ve Ornekler

Ornek: CEO Maas1 vs. Karlilik Modeli

@ roe’daki farkli artislarin CEO maas izerindeki etkisini tahmin etmek icin ORF’yi
kullanabiliriz. C)rnegin, Aroe = 30 ise

Asalary = 18.501Aroe (Degisim Cins.)
=18.501 x 30
= 555.030

@ Farkli roe seviyelerindeki CEO maasini tahmin etmek icin ORF’yi kullanabiliriz.
Ornegin, roe = 30 ise

salary = 963.191 + 18.501 roe (ORF)
=963.191 + 18.501 x 30

= 1518.221
o Ancak bu, sirketi %30 karliliga sahip olan belirli bir CEO’nun $1518221 kazandig:
anlamina gelmez. Bu sadece ORF kullanilarak yapilan bir tahmindir.
@ Slayt 41’de verilen CEO maast vs. karlilik modeline ait
o ARF ve ORF'nin grafigi Sekil 5’de gosterilmistir.
o Ilk 15 gozlem icin bagimsiz degisken roe, bagimsiz degisken ya da gozlenen deger
salary, tahmin edilen deger m, ve kalint1 # Sekil 6'de gosterilmistir.
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Yorumlama ve Ornekler

Ornek: CEO Maas1 vs. Karlilik Modeli

salary

salary = 963.191 + 18.501 roe

E(salaryiroe) = B, + B,roe

963.191

roe

Sekil 5: CEO Maasi vs. Karlilik Modeline Ait ARF ve ORF
Kaynak: wooldridge:2016a
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Ornek: CEO Maas1 vs. Karlilik Modeli

Yorumlama ve Ornekler

TABLE 2.2 Fitted Values and Residuals for the First 15 CEOs

obsno roe salary salaryhat uhat

1 14.1 1095 1224.058 —129.0581
2 10.9 1001 1164.854 -163.8542
3 23.5 1122 1397.969 -275.9692
4 59 578 1072.348 —494.3484
5 13.8 1368 1218.508 149.4923
6 20.0 1145 1333.215 -188.2151
7 16.4 1078 1266.611 -188.6108
8 16.3 1094 1264.761 —-170.7606
9 10.5 1237 1157.454 79.54626
10 26.3 833 1449.773 -616.7726
11 25.9 567 1442.372 —-875.3721
12 26.8 933 1459.023 -526.0231
13 14.8 1339 1237.009 101.9911
14 22.3 937 1375.768 —438.7678
15 56.3 2011 2004.808 6.191895

Sekil 6: CEO Maas vs. Karlilik Modeli Tahminine Ait ilk 15 Gézlem Icin Bazi Degerler
Kaynak: wooldridge:2016a
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Yorumlama ve Ornekler

Ornek: Ucret vs. Egitim Modeli

Ucret vs. Egitim Modeli

y=PFo+pix+u — wage = fo+ Preduc +u (Model)
g=Po+pix — wage = o+ preduc (ORF)
wage = —0.9 + 0.54 educ (ORF)

n =526

wage: saat basina iicret (dolar); educ: egitim diizeyi (y1l)

@ Kesim parametresi 8y = —0.9 olarak tahmin edilmistir.

e educ = 0 oldugunda modelce tahmin edilen ticret wage'i ifade eder. Yani ¢alisanin
egitim diizeyi educ sifir oldugunda, ticreti —$0.9’dur. Ancak ticret negatif olamayacagi
i¢in yorumlanmasi anlamsizdir.

o Egim parametresi 3; = 0.54 olarak tahmin edilmistir.

o educ’u 1yl arttirdigimizda ticret wage 0.54 birim, yani $0.54 artar.

o Baska bir ifadeyle, iki calisandan birinin educ diizeyi digerinden bir yil fazlaysa, bu iki
calisan icin tahmin edilen iicret farki ortalama olarak $0.54dir.

o Burada somut iki calisandan degil ortalama durumdan bahsedilmektedir.
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Tahmin Edilen Deger ve Kalint1

Tahmin Edilen Deger ve Kalint1

i’inci Gozlem I¢in Tahmin Edilen #; Degeri

Ui = Po + B1x; (ORF)
——
Tahmin Edilen Deger

@ x; degerini tahmin edilen regresyonda (ORF'de) yerine koyarsak tahmin edilen

deger g;’yi elde ederiz.
Kalint1 (Artik)
u; = Yi - Yi
—— —— ——

Kalint1 (Artik)  Gézlenen Deger  Tahmin Edilen Deger

o Gozlenen y; degeriyle tahmin edilen deger jj; arasindaki fark kalint1 #;yi verir.
@ ii; > Oise y; > ¥, eksik tahmin yapilmistir.
@ i; <0Oisey; < ¥, fazla tahmin yapilmistir.
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Tahmin Edilen Deger ve Kalint1

Tahmin Edilen Deger ve Kalintilarin Cebirsel Ozellikleri

@ SEKK kalintilarinin toplami ve dolayisiyla da 6rneklem ortalamasi sifira esittir.

n
212,- =0 ve
i=1

1S
1l
o

o Bu durum SEKK birinci sira kosullarindan ilkinin (ayn1 zamanda érneklem moment
kosullarindan ilkinin) bir sonucudur. Bakiniz Slayt 32 ve Slayt 34.

o Anakiitledeki hata terimi #'nun 6rneklemdeki analogu kalint1 ## olarak yorumlanabilir
fakat kesinlikle ayni seyler degildir.

u — U
—— ——
Anakiitle Orneklem

n
E(u)=0— E(#) =0, Zﬂ,:o ve 0=0
—_— i=1
Anakiitle

Orneklem
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Tahmin Edilen Deger ve Kalint1

Tahmin Edilen Deger ve Kalintilarin Cebirsel Ozellikleri

@ Bagimsiz degisken x ile kalint1 # arasindaki 6rneklem kovaryansi ve korelasyon
katsayisi sifirdir.
Cov(x,1) =0 ve Corr(x,i) =0

o Bu durum diger SEKK birinci sira kosullarinin (ayn1 zamanda diger rneklem moment
kosullarmin) bir sonucudur. Bakiniz Slayt 32 ve Slayt 34.
o Bagimsiz degisken x’le kalint1 ##'nin dogrusal olarak iliskisizligi ¢ikarilabilir.

Cov(x,u) =0 ve Corr(x,u)=0 — E(xu)=0 (Anakiitle)
Cov(x,1) =0 ve Corr(x,i) =0 — E(xi1)=0 (Orneklem)
E(xuy=0 — E(n)=0 ve Zx,ui=0

——— i=1
Anakiitle

Orneklem
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Tahmin Edilen Deger ve Kalint1

Tahmin Edilen Deger ve Kalintilarin Cebirsel Ozellikleri

@ 1.ve 2. cebirsel 6zelliklerin bir sonucu olarak tahmin edilen deger 7 ile kalint1 i
arasindaki 6rneklem kovaryansi ve korelasyon katsayist sifirdir.

Cov(iy,i) =0 ve Corr(y,iu)=0

o Bu 6zellikten tahmin edilen deger g ile kalint1 ##'nun dogrusal olarak iliskisizligi
cikarilabilir.

n
Cov(§,1) =0 ve Corr(,u)=0 — E(f)=0 ve > §iu;=0
i=1

Orneklem
Orneklem
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Tahmin Edilen Deger ve Kalint1

Tahmin Edilen Deger ve Kalintilarin Cebirsel Ozellikleri

@ Tahmin edilen deger g, lerin ortalamasi gozlenen deger y;’lerin ortalamasina esittir.

Yi = Ui + i
n n n .
PNEDN EDN (1. Cebirsel Ozellik)
i=1 i=1 i=1
—_——
=0
ny = ny
J=y

@ (%, §) noktas1 daima ORF'den gecer (ORF iizerindedir).

(x’y) — y:B0+B1x
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Kareler Toplamlar1 ve Determinasyon Katsayisi

Kareler Toplamlar1

@ Her bir i gozlemi icin gozlenen deger, tahmin edilen deger ve kalint1 arasindaki
iliski asagidaki gibi gosterilebilir.

Yi = Yi + i

@ Her iki tarafin 6rneklem ortalamalarindan sapmalarimin karesini alip toplarsak

Z(yl 9’ = Z (g =) + (@ — @)
an(yi -9’ = Zn: [(@;i—9) + a;]? (1. ve 4. Cebirsel Oz.)
i=1 i=1

n n n n n
Z(yi -9’ = Z(yl -9’ + Z ulz +2 Z ;Y —ZyZ i; (3. Cebirsel Oz.)
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n
Swi— 9 =D - g)* + > il
i=1 i=1 i=1
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Kareler Toplamlar1 ve Determinasyon Katsayisi

Kareler Toplamlar1

o Toplam Kareler Toplami: SST (Total Sum of Squares) y'deki toplam degiskenligi
verir.

n
SST = > \(yi - 9)°
=1

Var(y) = SST/(n — 1) olduguna dikkat edin.

o Aciklanan Kareler Toplamui: SSE (Explained Sum of Squares) model tarafindan
actklanan kisimdaki, yani tahmin edilen deger 'lardaki, degiskenligi verir.

n
SSE = > (5~ 9)°
i=1

o Kalinti Kareleri Toplami: SSR (Residual Sum of Squares) model tarafindan
actklanamayan kisimdaki, yani kalint1 i#'lardaki, degiskenligi verir.

SSR = iuz
i=1

() EskisEHIR OSMANGAZI UNiERSITESI 52/ 124 BDR Modeli © 2024 by Dr. Omer Kara




Kareler Toplamlar1 ve Determinasyon Katsayisi

Kareler Toplamlar1

@ y'deki toplam degiskenlik asagidaki gibi yazilabilir.
SST = SSE + SSR
n n n
2w =9 =230 -9 + 3}
i=1 i=1 i=1

——
SST SSE SSR
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Kareler Toplamlar1 ve Determinasyon Katsayisi

Determinasyon Katsayisi

y'deki toplam degiskenlik denkleminin her iki tarafin1 SST’ye bélersek
SST = SSE + SSR

SSE SSR

T SST S ST

Aciklanan kismin degiskenliginin toplam degiskenlik i¢cindeki pay1 regresyonun
determinasyon katsayisi ya da belirlilik katsayisidir (coefficient of
determination) ve R? ile gosterilir.

2 _ SSE . SSR

T SST SST

SSE hicbir zaman SST’den biiyiik olamayacag1 i¢in 0 < R? < 1
R?, y'deki degiskenligin x tarafindan agiklanan kisminin oranini verir.
Regresyonun aciklama giicii yiikseldikce R?, 1’e yaklasir.
R?’yi yorumlarken, yiizdeye déniistiirmek icin genellikle 100 ile carpariz:
100 x R?, y'deki degiskenligin x tarafindan aciklanan kisminin yiizdesini verir.
R? modelin aciklama giiclinii (ne kadar iyi fit edildigini) belirttigi icin bazen uyum
iyiligi (goodness-of-fit) olarak da adlandirilir.
R? su sekilde de hesaplanabilir: R* = Corr(y, §)*
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Kareler Toplamlar1 ve Determinasyon Katsayisi

Determinasyon Katsayis:: Ornek

CEO Maasi vs. Karlilik Modeli
U=+ pBix (ORF)
salary = 963.191 + 18.501 roe (ORF)
n =209, R?=0.0132

salary: CEO maasi (bin dolar); roe: sirketin karlilik yiizdesi

@ Determinasyon katsayist 0.0132 olarak tahmin edilmistir.

o CEO maas1 salary’deki degiskenligin yaklasik %1.32’si roe degiskeniyle
aciklanabilmektedir. Diger bir deyisle, salary'daki degiskenligin yaklasik %98.68’i
aciklanamamustir.

@ Disarida birakilan bir¢ok faktér (hata terimi #’'nun i¢inde) oldugundan CEO maasi
salary'nin kii¢iik bir kismi aciklanabilmistir.

@ CEO maasi salary'yi etkileyen ve bu modelde yer almayan baska bir¢ok degisken
oldugu unutulmamalidir.

(%) EskisEHIR OSMANGAZI UNiERSITESI 55/ 124 BDR Modeli © 2024 by Dr. Omer Kara



SEKK Parametre Tahmincilerinin Beklenen Degeri

SEKK Parametre Tahmincilerinin Beklenen Degeri

o SEKK parametre tahmincileri By ve 8; 6rneklemden 6rnekleme degistigi icin
bunlara ait dagilimin 6zelliklerinin incelenmesi gerekir.

e incelenecek dagilim 6zellikleri:

o Beklenen deger
o Varyans

Teorem: f3y ve 3’ nin Beklenen Degeri

BDR.1 - BDR.5 varsayimlari altinda
E(Bo) = Bo
E(B) =B

@ Yani, BDR.1 - BDR.5 varsayimlari altinda SEKK parametre tahmincilerinin
orneklem dagilimlarimin ortalamas: (beklenen degeri) bilinmeyen anakiitle
parametrelerine esittir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

@ SEKK parametre tahmincilerinin varyans formiiliiniin ¢ikartiimasinda
otokorelasyonun olmamasi (BDR.6) ve sabit varyans (BDR.7) varsayimlar1 6nemli
bir rol oyanar.

@ Bu nedenle, SEKK parametre tahmincilerinin varyansina gegmeden 6nce bu iki
varsayim hakkindaki temel bilgileri inceleyecegiz.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Otokorelasyonun Olmamasi

BDR.6: Otokorelasyon Olmamasi

Hata terimleri arasinda otokorelasyon yoktur.
Corr(uij,us|lx) =0, i#s
Corr(uij,us|x) =0, i+#s

Corr(uj,us) =0, i+#s

@ Bu varsayim SEKK parametre tahmincilerinin varyansinin ve standart hatasinin
tiiretilmesinde ve etkinlik 6zelliklerinin belirlenmesinde kullanilir.

o SEKK parametre tahmincilerinin sapmasizlig1 icin BDR.6 varsayimina ihtiyag yoktur.
@ BDR.6 varsayimi saglandiginda, yani otokorelasyon olmadiginda, her hangi iki hata
terimi u; ve uy dogrusal iliskisizdir.
@ Opysa, BDR.6 varsayimi saglanmadiginda, her hangi iki hata terimi u; ve ug
dogrusal iliskilidir, yani model otokorelasyon (autocorrelation) i¢eriyor demektir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Otokorelasyonun Olmamasi

@ Otokorelasyon, ¢ogunlukla zaman serisi analizine 6zgii bir sorundur.

@ Otokorelasyon olmamasi varsayimi yatay-kesit analizindeki rassallik varsayimi
(BDR.3) nedeniyle genellikle otomatik olarak saglanir.

o Rassal 6rnekleme varsayimi altinda herhangi iki i ve s gozlemlerine ait hata terimleri,
u; ve ug, birbirinden bagimsizdir, yani otokorelasyon yoktur. Bu durum, bagimsiz
degiskenlere gore kosullu olarak da gecerlidir.

o Yatay-kesit analizinde, otokorelasyon varsayimi sadece ¢ok ekstrem durumlarda
gereklidir ve bu nedenle genellikle kullanilmaz. Fakat, burada diger bircok kaynaktan
farkli olarak eklenmistir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Uygulamada Otokorelasyonu Belirleme

@ Uygulamada, hata terimi u gzlenemedigi i¢in #; ve u'nin dogrusal iliskili olup
olmadigint anlamak miimkiin olmaz.
@ Bunun yerine kalint1 #; ve ii;'nin grafigine bakilir.
o Sekil 7’da kalinti i; ve tig'nin olas1 grafikleri verilmistir. iZ; ve ii; arasindaki
dogrusal iliski:
o Soldaki grafikte pozitif oldugundan pozitif otokorelasyon vardir.
o Ortadaki grafikte negatif oldugundan negatif otokorelasyon vardir.
o Sagdaki grafikte sifir oldugundan otokorelasyon yoktur.

Ovs O, Oivs O
n=5000 N n=5000

5 0 B ® 2o a0 woow W

Sekil 7: Kalint1 i1; vs. i1g'nin Olasi Grafikleri
Not: Tim grafiklerde dikey eksende kalint1 #; ve yatay eksende ise kalint1 i vardir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Sabit Varyans

BDR.7: Sabit Varyans (Homoscedasticity)

u hata teriminin bagimsiz degisken x’e gore kosullu varyans: sabittir.
Var(ulx) = o

Var(u|x) = o*

Var(u) = o

@ Bu varsayim SEKK parametre tahmincilerinin varyansinin ve standart hatasinin
tiretilmesinde ve etkinlik 6zelliklerinin belirlenmesinde kullanilir.
o SEKK parametre tahmincilerinin sapmasizligi icin BDR.7 varsayimina ihtiyac yoktur.
° Ornegin, ticret vs. egitim modelinde (Slayt 9) bu varsayim, model disinda birakilan
faktorler u’'daki degiskenligin modele dahil edilen educ’e bagh olmadigini séyler.
@ BDR.5 ve BDR.7 varsayimlar1 kullanilarak Slayt 20’deki gibi bagiml degisken y'nin
bagimsiz degisken x’lere gore kosullu varyansinin da sabit oldugu gosterilebilir.

Var(y|x) = o*
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Sabit Varyans vs. Degisen Varyans

@ Sabit varyans (BDR.7) durumunda, y = By + B1x + u modeline ait ARF ve y|x'in
dagilimi Sekil 8'de gosterilmistir (BDR.5 varsayimi saglaniyorken).
@ BDR.7’nin saglanmadigi duruma degisen varyans (heteroscedasticity) denir.

Degisen Varyans (Heteroscedasticity)

u hata teriminin bagimsiz degisken x’e gore kosullu varyansi sabit degil, bagimsiz
degisken x’in aldig1 degerlere gore degiskendir. Bu nedenle de asagidaki gibi indeks i'ye
gore degisecek sekilde gosterilir.
Var(ulx) = o'iz, Var(ulx) = o-i2 ve Var(u) = 0'i2
E(u?|x) = 0'i2 ve E(u?) = 0'1'2

Var(y|x) = 0';'2

v

@ Degisen varyans durumunda, Slayt 9’de verilen iicret vs. egitim modeline ait ARF
ve y|x’'in dagilim1 Sekil 9’deki gibi gosterilebilir (BDR.5 varsayimi saglaniyorken).

@ Degisen varyans detayli olarak “Ekonometri II - Degisen Varyans” konusunda
islenecektir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Sabit Varyans

flylx)

_ _ .
-~ g
== = =
=
z

X -7 //// Elylx) = By + B

X
Sekil 8: Sabit Varyans (BDR.7) Durumunda ARF ve y|x’in Dagilimi
Kaynak: wooldridge:2016a
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Degisen Varyans

fiwageleduc)

wage

E(wageleduc) =
B, + Beduc

educ
Sekil 9: Degisen Varyans Durumunda ARF ve y|x'in Dagilimi
Kaynak: wooldridge:2016a
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Uygulamada Sabit Varyans vs. Degisen Varyans Belirleme

o Uygulamada, hata terimi u gzlenemedigi i¢in #'nun x’e gore kosullu varyansi
Var(u|x)’in sabit olup olmadigini, yani u’daki degiskenligin x’e gore nasil
degistigini, anlamak mimkiin olmaz.

@ Bunun yerine iki farkli yontem kullanilabilir.

o Kalint1 1 vs. X'in grafigine bakilir.
o Kalint1 karesi 22 vs. X'in grafigine bakalir.

o Eger Sekil 10°'deki gibi kalint1 # vs. X'in grafigine bakilirsa, kalint1 #’daki
degiskenligin bagimsiz degisken X’e gore nasil degistigi incelenmelidir.

o Sekil 10'de, sadece Grafik 2'de degisen varyans vardir. Ciinkii, #2’daki degiskenlik
bagimsiz degisken X’e gore degisir.
o Sekil 10’deki diger graifklerde sabit varyans vardir.

o Eger Sekil 11’deki gibi kalint1 karesi 2% vs. X'in grafigine bakilir, kalint1 karesi
#*nin bagimsiz degisken X'e gore nasil degistigi incelenmelidir.

o Sekil 11’de, sadece Grafik 3'de sabit varyans vardir. Ciinkii, 7% bagimsiz degisken x’e
gore degismez (sabit).
o Sekil 11'deki diger graifklerde degisen varyans vardir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Uygulamada Sabit Varyans vs. Degisen Varyans Belirleme

Grafik 1 Grafik 2 Grafik 3 Grafik 4 Grafik 5
n =100 n n n=1 n=1000

=1000

=1000

12s

ws 10 1s

v e

s 10

) 0 20 0 0 W 20 % R

Sekil 10: Kalint1 #i vs. X'in Olas1 Grafikleri
Not: Tim grafiklerde dikey eksende kalint1 #i; ve yatay eksende ise bagimsiz degisken X vardir.

Grafik 2
n

=1000 =1000

=1000 n=1000

Grafik 3 Grafik 4 Grafik 5
n n

8
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Sekil 11: Kalint1 Karesi &% vs. X’in Olas1 Grafikleri
Not: Tiim grafiklerde dikey eksende kalinti 12? ve yatay eksende ise bagimsiz degisken X vardir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Teorem: 51 nin Varyansi

Gauss—Markov varsayimlar1 (BDR.1 - BDR.7) altinda

2 2 n

o o 2
= SSTy =Z(xi—x)

i=1

Var(By) = —

Z(xi - %)?
i=1

o Ekonometrik analizde ana odak 3, oldugundan, Bo’'nin varyansi verilmemistir.

e 0% gozlenemeyen hata terimi u’nun varyansidir. Bu nedenle o hata varyansi, o
ise regresyonun standart sapmasi olarak adlandirilir.

o SSTy, x'deki drneklem degiskenligini ifade eder.

o SEKK parametre tahmincilerine ait varyansin olabildiginde kii¢lik olmas: istenir,
¢linki kiigiik varyans tahminin hassasligini arttirir. Bakiniz Slayt 85.

o Var(f;), o2 ile aym yonde iliskilidir. o-*'yi diisiirmenin tek yolu giiclii bagimsiz
degiskenleri modele eklemektir. Daha biiyiik bir o2, y/'yi etkileyen gozlenemeyen
hata terimi u’ya ait dagilimin daha fazla yayilmis oldugu anlamina gelir.

o Var(p,), SSTy ile ters yonde iliskilidir. SST,yi arttirmanin tek yolu gézlem
say1sini arttirmaktir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Teorem: 1 'nin Varyansi

Gauss—Markov varsayimlari (BDR.1 - BDR.7) altinda

0.2 0.2 n

Var(py) = = ., SST, = i — %)
ar(ﬁl) i(xi _X_)Z SSTx ;(X X)
i=1

o Hata terimi u gozlenemedigi icin hata varyansi o2 bilinmez.

@ Bu nedenle, SEKK parametre tahmincilerinin varyanst Var(8;) nin tahmini icin
oncelikle hata varyansi o->'nin tahmin edilmesi gerekir.

o Buradaki 6nemli nokta, Var(B;) nin sapmasiz tahmin edilmesi gerekir. Bu
nedenle, o->’nin de ayn1 sekilde sapmasiz tahmin edilmesi gerekir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Hata Varyansi o2

BDR.5 varsayimi altinda hata varyansi o2 asagidaki gibi yazilabilir.

Var(u) = 0> = E(u?) - E(u)? (Varyans Formiilii)
——
= 0 (BDR.5)
o’ = E(u?)

n
@ o?'nin sapmasiz tahmincisi hata terimi u'nun 6rneklem ortalamasi n~! E u?’dlr.

i=1

2

@ Fakat, hata terimi # gozlenemedigi i¢in 0-“'nin tahmininde hata terimi #'nun

n n
yerine onun 6rneklem analogu olan kalint1 2 kullanilir. n_lz u; — n_IZ e
i=1 i=1

n
o Fakat n_lz ulz sapmali bir tahmincidir. Bu nedenle, o-2’nin sapmasiz tahmincisini
i=1
hesaplamak i¢in bu degerin serbestlik derecesi kullanilarak diizeltilmesi gerekir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

Teorem: Hata Varyansi o->'nin Sapmasiz Tahmini

2

Gauss—Markov varsayimlari (BDR.1 - BDR.7) altinda hata varyansi o-*’'nin sapmasiz bir

tahmincisi: n
N
2 =1 SSR SSR

= = = BDR'de k = 1
7 n—-k-1 n—-k-1 n-2 ( € )

o Serbestik derecesi (bagimsiz bilgi sayisi)
e Bagimsiz bilgi sayist — s.d. =n—(k+1)=n—k—-1—BDRdes.d. =n—-2
o Serbestlik derecesi, SEKK birinci sira kosullarindan (k + 1 tane) gelmektedir. Bu
kosullar 7 tane kalint1 #'nin {izerine k + 1 tane kisit koyar.
o n tane kalintidan n — (k + 1) tanesi biliniyorsa, geriye kalan k + 1 kalint1 otomatik
olarak bilinecektir. Bu nedenle kalintilarin serbestlik derecesi n — k — 1'dir.
@ [, regresyonun standart sapmasi o-'nin bir tahmincisidir ve regresyonun
standart hatasi olarak adlandirilir.
@ Regresyona yeni bir bagimsiz degisken eklendiginde ¢ azalabilir ya da artabilir.
o Modele yeni bir bagimsiz degisken eklendiginde SSR diisecektir fakat ayni zamanda
serbestklik derecesi de 1 diisecektir. SSR payda, serbestlik derecesi ise paydada
oldugundan hangi degisimin daha fazla etkiye sahip olacagini kestiremeyiz.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

o ¢? tahmin edildikten sonra Var(3;) nin formiiliinde yerine koyulup Var(;) nin
sapmsiz bir tahmincisi hesaplanabilir.

fB1’min Varyans Tahmini

. o? A o2
Var(By) = SST. —  Var(B)) = SST.
X X

o Genelde, Var(p,) ve Var(p,) arasindaki ayrim yazimda net olarak gosterilmez.

o A;’mn varyans tahmini denildiginde Var(8;) kastedilmesine ragmen yazidaki
gosterimde genelde Var(B;) kullanilir.
o Bu derste aym yolu izleyip 3, mn varyans tahminini Var (8 1) ile gosterecegiz.
A2
g

Var(ﬁl) = ﬁ

e Var(f,) direkt olarak ¢’ya bagl oldugundan aynen S, lar gibi Var(8;)'nin da
Orneklem dagilimi vardir ve 6rneklemden drnekleme degisir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

SEKK Parametre Tahmincilerinin Varyansi

/? ' nin Standart Sapmast (sd)

sd(B) = \Var(B1) —  sd(By) = \/S(’S_T

Bl’mn Standart Hatasi (se)
—— o

se(B1) =\Var(B)) — Se(/?l)=‘/m

o se(f) giiven araliklarmin hesaplanmasinda ve hipotez testlerinde kullanilir.

o se(f3;) direkt olarak ¢’'ya bagl oldugundan aynen f3; gibi se(f3;)'nin da 6rneklem
dagilimi vardir ve 6rneklemden 6rnekleme degisir.

e se(f;), BDR.7 (sabit varyans) varsayimina dayanan Var($;) formiilinden
turetildigi icin BDR.7 varyasiminin saglanmamasi durumunda, yani degisen
varyans varsa, Var(f3;) ve se(f3;) tahminleri sapmal olur.

@ Degisen varyans durumunda SEKK parametre tahmincilerinin varyanslari ve
dolayisiyla standart hatalar1 gecersizdir ve bu nedenle diizeltilmeleri gerekir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Ozellikleri

@ Anakiitleden cekilen birbirinden farkli ve tekrarlanan rassal 6rneklemleri
(random samples) kullanarak elde edecegimiz SEKK parametre tahmincileri 3, ve

F1'nin 6rneklem dagilimlarinin (sampling distributions) 6zellikleri nelerdir?
@ Bu boliimde, SEKK parametre tahmincileri ,30 ve ,B 1’nin kiiciik 6rneklem (small
sample) ozellikleri detayli olarak incelenecektir. Bu 6zellikler:
o Sapmasizlik: Ilgili parametre tahmin edicisinin 6rneklem dagilimi ortalamasinin
(beklenen degerin) anakiitle bilinmeyen degerine esit olmasidur.
o Etkinlik: ilgili parametre tahmin edicisinin 6rneklem dagilimi varyansinin o tahmin
ediciler kiimesi i¢inde (genelde sapmasiz tahminci kiimesi i¢inde) en kii¢iik olmasidir.
@ SEKK parametre tahmincileri Sy ve ;' nmn

o biiyiik 6rneklem (asimptotik) 6zellikleri daha sonra ayrica incelenecektir.
o kiiciik orneklem ve biiyiik 6rneklem 6zellikleri birbirine karistirilmamalidir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligi

Teorem: SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizlig

BDR.1 - BDR.5 varsayimlar1 altinda SEKK parametre tahmincileri sapmasizdir.
E(fo) = fo
E(B1) = B

o Sapmasizlik, SEKK parametre tahmincilerinin 6rneklem dagilimlarinin
ortalamasinin (beklenen degerinin) bilinmeyen anakiitle parametrelerine esit
oldugunu soyler.

o Sapmasizlik tekrarlanan 6rneklemlerden elde edilen ¢ok sayidaki ﬁ’o ve ﬁ 1
tahminlerine ait 6rneklem dagilimlarinin bir 6zelligidir.

o Dolayisiyla, tek bir 6rneklem kullanilarak hesaplanan S, ve £ ile ilgili olarak
hicbir sey soylemez. Ciinkii, bilinmeyen anakiitle parametreleri Sy ve §;'den ¢ok
uzak bir tahmin de elde edebiliriz.

o llerleyen slaytlarda sapmasizlik icin gerekli olan varsayimlar gosterilmis ve bazilari
hakkindaki detaylar verilmistir. Bu varsayimlardan biri veya bir ka¢1 saglanmazsa
sapmasizlik 6zelligi kaybolur ve sapmali tahmin ediciler elde edilir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligt

SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligi

Model
y=Po+pix+u J

@ Yukarida verilen modeldeki egim parametresi 811 tahmin etmek i¢in kullanilan iki
farkli parametre tahmincisinin 6rneklem dagilimlar: Sekil 12°de verilmistir.

@ 1, egim parametresi 81'in sapmasiz bir tahmincisidir, ¢iinkii:

E(B1) = B

@ f31, egim parametresi 8;'in sapmali bir tahmincisidir, ¢inkii:

E(By) # B

e [3; parametre tahmincisinin sapmasi 6; kadardir.

E(B1) =p1+61 — sapma=E(B) -1 =6
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligt

SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligi

#(8)
a.‘l\m PDFS'4> é ; « E.‘nm PDF -si
St (s0pma)
: 4 :
1/—\1\/'\2’
di)-e EE)-BeS 8.8,
Sepma

Sekil 12: Sapmasiz B ve Sapmali 8 nin Orneklem Dagilimlar
Kaynak: wooldridge:2016a
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligt

Sapmasizlik I¢in Gerekli Varsayimlar: BDR.1 ve BDR.2

BDR.1: Gozlem Sayist

Gozlem sayisi 7 tahmin edilecek anakiitle parametre sayisindan biiyiik ya da en azindan
esit olmalidir.
n>k+1

BDR.2: Parametrelerde Dogrusallik

Model parametrelerde dogrusaldir.
y=Po+tPix+uv
y=Po+pix>+uv
y=PBo+pBix+uX

y=,80+\/,8_1x+ux
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligt

Sapmasizlik I¢in Gerekli Varsayimlar: BDR.2

Dogrusal Parametre Tahmincileri

B parametre tahmincisi asagidaki gibi yazilabiliyorsa dogrusaldur.

n
Bi =D wiy;
i=1

@ Burada w; bagimsiz degisken x’in bir fonksiyonudur.

@ SEKK parametre tahmincileri asagidaki gibi yazilabildiginden dogrusaldir:

(x; — %)

B

w;y;, burada w; =

! é(xi -x)?

Z(xi - D)y n
=l

Zn:(xi—f)z =

i=1

o Ekonometrik analizde ana odak 3, oldugundan, S, iizerinde durulmamustir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligt

Sapmasizlik i¢cin Gerekli Varsayimlar: BDR.3 ve BDR.4

BDR.3: Rassallik

Tahminde kullanilan n tane gozlem ilgili anakiitleden rassal 6rnekleme yoluyla
secilmistir. Yani gozlemler stokhastiktir (rassal), yani deterministik (kesin) degildir.

{(xi,yi) :i=1,2,...,n}

BDR.4: Bagimsiz Degiskenin Sabit Olmamasi

Orneklemde (ve bu nedenle anakiitlede) bagimsiz degisken kendi i¢inde sabit degildir
(veterli degisenlik vardur).

n
Z(xi —X?)Z >0
i=1
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligt

Sapmasizlik icin Gerekli Varsayimlar: BDR.5

BDR.5: Sifir Kosullu Ortalama
E(ulx) =E(u) =0
Cov(x,u) =0, Corr(x,u) =0 ve E(xu)=0

Sonug: u ve x ortalama bagimsizdir. Yani u ve x dogrusal olarak iliskisizdir.

@ BDR.5 varsayimui hata terimi #’nun bagimsiz degisken x’le iliskisiz oldugunu, yani
x'in kesin digsal (exogenous) oldugunu, soyler.
o Eger u ve x ile iliskiliyse, yani BDR.5 saglanmazsa, SEKK parametre tahmincileri
sapmali olur. Bu durumda tahmin sonuglari giivenilir olmaz.
@ BDR.5 varsayiminin saglanmadigi durumlar nelerdir?
o Modelin fonksiyon kalibinin yanlis kurulmasi (functional form misspecification)
o Onemli bir degiskenin model disinda birakilmasi (omitted variable)
o Bagimsiz degiskenlerde yapilan 6l¢cme hatalari (measurement error)
@ BDR.5 varsayimi saglanmiyorsa i¢sel degiskenler (endogenous variables), yani
icsellik (endogeneity), s6z konusudur.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligt

Sapmasizlik icin Gerekli Varsayimlar: BDR.5

BDR.5: Sifir Kosullu Ortalama
E(ulx) =E(u) =0
Cov(x,u) =0, Corr(x,u)=0 ve E(xu)=0

Sonug: u ve x ortalama bagimsizdir. Yani u ve x dogrusal olarak iliskisizdir.

@ Sifir kosullu ortalama varsayimi ceteris paribus ¢ikarimlarinin yapilabilmesi icin
gereklidir.
@ BDR.5 varsayimi asagidaki kosullar: otomatik olarak saglar.

@ Hata terimi #'nun anakiitle ortalamasi sifirdir.
© Hata terimi u’'nun ortalamasi bagimsiz degisken x’den bagimsizdir, yani u ve x
ortalama bagimsizdir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligt

Sapmasizlik icin Gerekli Varsayimlar: BDR.5

@ Hata terimi #’'nun anakiitle ortalamas: sifirdir.
E(u)=0

o Modelde kesim parametresi Sy mevcut oldugu siirece bu kosul kesinlikle saglanir.

o Bukosul, u'nun icerdigi gozlenemeyen faktorlerin dagilimu ile ilgilidir. Kisaca, u’larin
bir kismui +, bir kismi ise — isaretlidir ve bunlar birbirini gétiirdiigiinde ortalama sifir
cikacaktir diye varsayiyoruz.

o [y yeniden tanimlanarak bu kosul her zaman kolayca saglanabilir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Sapmasizligt

Sapmasizlik icin Gerekli Varsayimlar: BDR.5

@ Hata terimi #’'nun ortalamasi bagimsiz degisken x’den bagimsizdir, yani u ve x
ortalama bagimsizdir.
E(ulx) = E(u)

e u ve x rassal degiskenler oldugu icin x’in verilen herhangi bir degeri i¢in #'nun kosullu
ortalamasini tanimlayabiliriz.

o Bu kosul gozlenemeyen hata terimi #’nun ortalamasinin x’in degeriyle belirlenen
anakiitlenin tiim dilimlerinde ayn1 oldugunu ve ayrica #’nun tiim anakiitle iizerindeki
ortalamasina esit oldugunu soyler.

@ Yani, u'nun ortalamasi x’in alacag degerlere bagl degildir.
@ Yani, u ortalamada x’den bagimsizdir.

o Ortalama bagimsizlik, dogrusal iliskisizlikten daha giiclii bir kavramdir. Bu nedenle
ortalama bagimsizlik ayn1 zamanda dogrusal iliskisizligi de saglar.

o Kisacasi, bu kosulla beraber gozlenemeyen hata terimi u ve bagimsiz degisken x’in
dogrusal olarak iliskisiz olmasi da saglanir.

E(u|x) = E(u) = Cov(x,u) =0 ve Corr(x,u) =0

o Bu kosul, gozlenemeyen hata terimi u ve bagimsiz degisken x’in bagimsiz olmasi
hakkinda hi¢bir varsayimda bulunmaz. Unutmayin ki, bagimsizlik ortalama
bagimsizliktan daha giiclii bir kavramdir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Etkinligi

SEKK Parametre Tahmincilerinin Etkinligi

o Sapmasizlik ile beraber SEKK parametre tahmincilerinin, 6rnegin 3, nin,
orneklem dagiliminin 8; etrafinda merkezlendigini gosterdik.

o Fakat, 8;'nn ortalama f;’den ne kadar uzakta olacagimi da bilmek énemlidir.

@ Bir diger deyisle, tahminin hassaligini arttirmak ve daha kesin istatistiki sonuclara
ulasmak i¢in sapmasiz tahminciler arasinda ortalamadan en az sapan, yani varyansi
en diisiik, parametre tahmincisini bulmak isteriz.

@ Bunun i¢in de SEKK parametre tahmincilerinin 6rneklem dagilimindaki yayilimin
Ol¢iisii olan varyans kullanilmalidir.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Etkinligi

SEKK Parametre Tahmincilerinin Etkinligi

Teorem: SEKK Parametere Tahmincilerinin Etkinligi

BDR.6 - BDR.7 varsayimlari altinda SEKK parametre tahmincileri etkindir.
2 2 n

o o
= , SST, = ;- %)°
SST, X ;(xl x)

Var(,él) S =&

> (xi = %)
i=1

v

o SEKK paramatre tahmincisi 31 nin etkin olmasi en kiiciik/minimum varyansl
olmasi anlamina gelir.
e Kiiciik varyans ve dolayisiyla kiiciik standart hata se(8) istenen bir 6zelliktir.

o Kiiciik varyansa sahip parametre tahmincisi 31 nin farkli 5rneklemlerde elde edilen
degerleri gercek parametre 31 degerinden (beklenen degeri) ¢ok fazla uzaklagsmaz,
yani ortalamadan sapma azdir.

o Bu nedenle kiiciik varyansa sahip parametre tahmincisi ; daha hassas bir tahmin
verir.

o Kiigiik standart hata se(8)’ya sahip ve dolayisiyla daha hassas olan £, 'nin giiven
araliklarinin hesaplanmasinda ve hipotez testlerinin yapilmasinda daha kesin
istatistiki sonuclara varabiliriz.
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Etkinligi

SEKK Parametre Tahmincilerinin Etkinligi

Model
y=PBo+Bix+u J

@ Yukarida verilen modeldeki egim parametresi 811 tahmin etmek i¢in kullanilan iki
farkli parametre tahmincisinin 6rneklem dagilimlar: Sekil 13’de verilmistir.

@ f31, egim parametresi B1’in sapmasiz bir tahmincisidir, ¢tinkii:

E(B)) = B

@ 31, egim parametresi §;'in sapmasiz bir tahmincisidir, ¢iinkii:

E(B1) = B

@ f3, egim parametresi 8, 'in sapmasiz tahmincileri arasinda etkin olan bir parametre
tahmincisidir, ¢iinkii:
Var (1) < Var(B)
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Etkinligi
SEKK Parametre Tahmincilerinin Etkinligi
1(8)

E.‘Am PDFsi

/ g‘ “an PDFSE

!
B . 81, G-
g8 -8 e(8,)= 8
Sekil 13: Sapmasiz ve Etkin 8; ve Sapmasiz ve Etkin Olmayan ;' min Orneklem Dagilimlar:
Kaynak: wooldridge:2016a
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SEKK Parametre Tahmincilerinin Etkinligi

Etkinlik Icin Gerekli Varsayimlar: BDR.6 ve BDR.7

o Etkinlik i¢in BDR.1 - BDR.5 varsayimlarinin yani sira BDR.6 - BDR.7 varsayimlari
da gereklidir.

BDR.6: Otokorelasyon Olmamasi

Hata terimleri arasinda otokorelasyon yoktur.
Corr(uij,us|lx) =0, i#s
Corr(uj,ug|x) =0, i#s

Corr(uij,us) =0, i#s

BDR.7: Sabit Varyans (Homoscedasticity)

u hata teriminin bagimsiz degisken x’e gére kosullu varyans: sabittir.
Var(ulx) = o2

Var(u|x) = o

Var(u) = o
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Gauss—-Markov Teoremi

Gauss—Markov Teoremi
Gauss—Markov Teoremi
BDR.1 - BDR.7 varsayimlari altinda SEKK parametre tahmincileri, tiim dogrusal
sapmasiz tahminciler arasinda etkin/en iyi (minimum varyansli) olanlaridir.

Bagska bir ifadeyle, BDR.1 - BDR.7 varsayimlari altinda SEKK parametre tahmincileri
Bo, B1 anakiitle parametreleri 8o, 81’ min Dogrusal En fyi Sapmasiz Tahmin Edicileridir
(DESTE ya da BLUE—Best Linear Unbiased Estimator).

v

@ Gauss—-Markov Teoremi regresyon modelinin SEKK yontemiyle tahmini i¢in
teorik dayanak saglar.

@ Eger bu varsayimlar saglaniyorsa SEKK yontemi disinda baska bir tahmin
yontemine basvurmamiza gerek yoktur. SEKK y6ntemi bize dogrusal, sapmasiz
ve varyansi en diisiik (en iyi) tahmincileri vermektedir.

@ BDR.1 - BDR.7 varsayimlarindan biri bile ihlal edilirse Gaus-Markov Teoremi
gecersiz olur.

@ BDR.5 saglanmazsa SEKK parametre tahmincilerinin sapmasizlik 6zelligi kaybolur
ve sapmali tahmin ediciler elde edilir.

@ BDR.6 ve BDR.7 saglanmazsa etkinlik 6zelligi kaybolur ve minimum varyans elde
edilemez, yani varyans olmasi gerekenden daha biiyiik olur.
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Gauss—-Markov Teoremi

Gauss—Markov Teoremi

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Andrey Markov (1856-1922)
Kaynak: Wikipedia Kaynak: Wikipedia
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Orijinden Gegen Regresyon

Orijinden Gegen Regresyon

Orijinden Gegen Regresyon

Bazen Ekonomi Teorisi, kesim parametresi Sy sifir olmasi gerektigini soyler. Boyle bir
durumda Sy modelden ¢ikartilarak tahmin yapulir.

y=pF1x+u (Model)
§=pix (ORF)J

@ Orijinden gegen regresyonda

o Parametre tahmincisi 5 'nin, kesim parametresi 8y'1n bulundugu regresyondaki
B1’dan farkli deger alacagi unutmulmamalidir.

e x’ler 0 oldugunda tahmin edilen y degeri, yani g, 0'dur.

o Cebirsel dzellikler gecersizdir.

o R? negatif cikabilir, yani y'nin 6rneklem ortalamasi, yani g, y’'deki degiskenligi
actklamada modeldeki bagimsiz degisken x’lerden daha basarilidir.

o R? negatif ise, R? = 0 kabul edilir ya da regresyona kesim parametresi eklenerek
tahmin yapilir.
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Orijinden Gegen Regresyon

Orijinden Gegen Regresyon

Orijinden Gegen Regresyon

Bazen Ekonomi Teorisi, kesim parametresi Sy sifir olmasi gerektigini soyler. Boyle bir
durumda Sy modelden ¢ikartilarak tahmin yapulir.

y=pF1x+u (Model)
7=px (ORF))

@ Gergekte (ARF'de) kesim parametresi 3y sifirdan farkli olmasina (8y # 0) ragmen
orjjinden gecen regresyon tahmin edilirse egim parametresi tahmincisi sapmalt
olur. — E () # B

o Gercekte (ARF’de) kesim parametresi By sifir olmasina (8y = 0) ragmen sifir
degilmis gibi regresyona dahil edilirse egim parametresi tahmincisinin varyansi
yiikseltir. — Var(8;) 1

@ Gozlem sayist n arttirilarak parametre tahmincilerinin varyanslari
diisiiriilebilirken sapmali parametre tahminci probleminden kurtulamayiz. Bu
nedenle uygulamada genelde kesim parametresi ¢ direkt olarak modele eklenir.
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Fonksiyonel Form

Fonksiyonel Form

o Ekonometride siklikla tercih edilen 4 farkli fonksiyonel form (functional form)
ile regresyon modellerinde y ve x degiskenleri arasindaki iligskiyi yorumlaylim.

o Farkli fonksiyonel formlar ile ilgili daha fazla bilgi “Ekonometri I - Matematik ve
Istatistik Gozden Gegcirme” konusunda konusunda bulunabilir.

Diizey-Diizey Fonksiyonel Formu

y=ﬁ0+ﬂ1x+u — AylelA)C

ceteris paribus kosulu altinda, bagimsiz degisken x’deki 1 birimlik artis, bagiml
degisken y’'de ortalamada §; birim kadar degisime neden olur.

Diizey-Log Fonksiyonel Formu

y=PBo+pPilnx+u — Ay=(B1/100)%Ax

ceteris paribus kosulu altinda, bagimsiz degisken x’deki %1’lik artis, bagimli degisken
y'de ortalamada 31 /100 birim kadar degisime neden olur. 100 Aln x & %Ax oldugunu
unutmayin.

v
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Fonksiyonel Form

Fonksiyonel Form
Log-Diizey Fonksiyonel Formu
Iny=Bo+pix+u — %Ay = (10081)Ax

ceteris paribus kosulu altinda, bagimsiz degisken x’deki 1 birimlik artis, bagimli
degisken y'de ortalamada %100 8; kadar degisime neden olur. 100 §8;, y'nin x’e gore
yari-esnekligi olarak adlandirilir. 100 Aln y & %Ay oldugunu unutmayin.

Log-Log Fonksiyonel Formu
Iny=p6o+PBilnx+u — %Ay = [1%Ax

ceteris paribus kosulu altinda, bagimsiz degisken x’deki %1’lik artis, bagimli degisken
y'de ortalamada % kadar degisime neden olur. 1, y'nin x’e gore esnekligi ya da sabit
esnekligi olarak adlandirilir. 100 Aln y & %Ay ve 100 Alnx = %Ax oldugunu
unutmayin.

o Logaritmik form ekonometrik analizde siklikla kullanilmaktadir.
o Logaritmik form kullanarak bagimsiz degisken x’in bagimli degisken y tizerindeki
etkisini, 6l¢ii birimlerimden bagimsiz olarak, sabit yiizde cinsinden elde edebiliriz.
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Fonksiyonel Form

Fonksiyonel Form: Ozet

@ Farkli fonksiyonel formlardaki 8;’in yorumu 6zet halinde Tablo 2'de gosterilmistir.

Tablo 2: Fonksiyonel Form: Ozet

Model Bagimli Degisken Bagimsiz Degisken B1'in Yorumu
Diizey-Diizey y X Ay = B1Ax
Diizey-Log y Inx Ay = (B1/100)%Ax
Log-Diizey Iny X %Ay = (100 B1)Ax
Log-Log Iny Inx %Ay = B1%Ax

@ Yukaridaki tabloda, farkli fonksiyonel formlardaki esneklik formiiliiniin iizerinde
durulmamustir. Fakat, detaylar “Ekonometri I - Matematik ve [statistik Gozden
Gecirme” konusunda bulunabilir.
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Fonksiyonel Form

Fonksiyonel Form: Ornek 1
Ucret vs. Egitim Modeli

In(wage) = 0.584 + 0.083 educ
(0.097)  (0.008)

n=526R>=0.186

wage: saat bagina iicret (dolar); educ: egitim diizeyi (y1l)

@ Parametre tahmincilerinin standart hatalar1 se(S,) ve se($3;) tahminin altinda
parantez icinde verilmistir.
o Egim parametresi 8; = 0.083 olarak tahmin edilmistir.

o Yorumlama: Ceteris paribus kosulu altinda, educ’deki 1 birimlik artis, wage’de
ortalamada %100 1, yani %8.3 (%100 x 0.083 = %8.3), kadar degisime neden olur.

@ Determinasyon katsayisi R?> = 0.186 olarak bulunmustur.
o educ,In(wage)’deki degiskenligin %18.6’sin1 agiklayabilmektedir.
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Fonksiyonel Form

Fonksiyonel Form: Ornek 2
Maas vs. Satis Modeli

In(salary) = 4.822 + 0.257 In(sales)
(0.288)  (0.035)

n=209, R?’=0.211

salary: yonetici maasi (dolar); sales: satis mktar1

o Egim parametresi 8, = 0.257 olarak tahmin edilmistir.

o Yorumlama: Ceteris paribus kosulu altinda, In(sales)’deki %1’lik artzs,
In(salary)’de ortalamada %1, yani %0.257, kadar degisime neden olur.

o Bir baska ifadeyle, yonetici maaslarinin satislara gore esnekligi 0.257 olarak tahmin
edilmistir.

o Satislarda %4liik bir artis, yonetici maaslarini yaklasik %1 (4 X %0.257 = %1)
arttirmaktadir.

@ Determinasyon katsayisi R> = 0.211 olarak bulunmustur.
o In(sales), In(salary)’deki degiskenligin %21.1’ini aciklayabilmektedir.
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Kaynaklar
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Ek Bilgiler

BDR.5: Sifir Kosullu Ortalama
E(ulx) =0 J

@ Daha 6nce gordiigiimiiz Yinelenen Beklentiler Kanunu'nu hatirlayalim.

Yinelenen Beklentiler Kanunu J

E[E(u|x)] = E(u)
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Ek Bilgiler

@ Yinelenen Beklentiler Kanunu kullanilarak BDR.5 varsayimi yeniden
tanimlanabilir.

E[E(u|x)] = E(u)

———
=0

E[0] = E(u)

0=E(u)

BDR.5: Sifir Kosullu Ortalama
E(ulx) =E(u) =0

Yani, hata terimi #'nun bagimsiz degisken x’e gore kosullu ve kosulsuz ortalamasi
sifirdir.
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Ek Bilgiler

@ Kosullu beklenen degerin 5. 6zelligini kullanarak u ve x arasindaki iliski hakkinda
daha fazla yorumda bulunabiliriz.

Kosullu Beklenen Deger: Ozellik 5
E(u|lx) = E(u) ise Cov(x,u) =0 ve Corr(x,u)=0

Yani, bagimsiz degisken x’in her dogrusal fonksiyonu hata terimi u ile iligkisizdir.

BDR.5: Sifir Kosullu Ortalama
E(ulx) =E(u) =0
Cov(x,u) =0, Corr(x,u)=0 ve E(xu)=0

Sonug: u ve x ortalama bagimsizdir. Yani u ve x dogrusal olarak iliskisizdir.
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Ek Bilgiler

BDR.5: Sifir Kosullu Ortalama Varsayimi
E(ulx) =E(u) =0
Cov(x,u) =0, Corr(x,u)=0 ve E(xu)=0

Cov(x,u) = E(xu) — E(x) E(u) =0
——
=0

=E(xu) =0

y
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Ek Bilgiler

BDR.6: Otokorelasyon Olmamasi

Cov(uj,us|x) =0 ve Cov(ujus) =0, i#s

E(ujus|x) =0 ve E(ujus) =0, i#s

Cov(ui, us|x) = E(ujus|x) — E(u;|x) E(us|x) = 0
| S
=0 =0

= E(u;ug|x) =0

y

@ EskiseHir OsMANGAZi UNIERSITEST 103/ 124 BDR Modeli © 2024 by Dr. Omer Kara



Ek Bilgiler

BDR.7: Sabit Varyans (Homoscedasticity)

E(u’x) = 0% ve Eu®) =o?

Var(u|x) = E(u*|x) — E(u|x)* = o

N——
=0

= E(u?x) = o2

y
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Ek Bilgiler
Anakiitle Regresyon Fonksiyonu (ARF)
E(yIx) = Bo + B1x

Var(y|x) = o*

y=PLo+pLix+u
E(ylx) = Bo + p1x + E(u|x)
———
=0

E(y|x) = Bo + Bi1x

y=Po+pix+u
Var(y|x) = Var(u|x)

Var(y|x) = o?

(ARF)

(ARF)

V.
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Ek Bilgiler
Parametre Tahmincileri

Bo kesim parametresinin tahmini Bo:
Bo =7 - Bixi

o fy'nin formiilii
o SEKK birinci sira kosullari ya da 6rneklem moment kosullarindan ilki (Slayt 34)
o Kalint1 #2'nin denklemi
o Indeksli haldeki model denklemi

kullanilarak ¢ikarilabilir.
n n
D= (yi—9) =0
i=1 i=1
n n . n .
=D =2, Bo— > Bixi =0
i=1 i=1 i=1
= ng—nfo - finx = 0

=g-Po-P1x=0
Sonug: Sy =y - pix
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Ek Bilgiler

Parametre Tahmincileri

B egim parametresinin tahmini B
Z(xi -X)(yi — )
A i=1
Bi= -
D i —%)?
i=1

e f3;'nn formiili
o SEKK birinci sira kosullar1 ya da 6rneklem moment kosullarindan ikincisi (Slayt 34)
o Kalint1 #'nin denklemi
o Sy kesim parametresinin tahmini 3,
o Ortalamadan sapmalarin kareleri toplami
kullanilarak cikarilabilir.
n

n
Doxiti = D xi(yi — o - Pixi) =0
i1 i1

= > xi(yi = (5 - B1%) = Bix;) = 0
P
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Ek Bilgiler )
in(yi - (7 _le) _lei) =0
i=1

n n n n

inyi - Z)Cl‘g + Z,leix - Zﬁlx,-xi =0

i=1 i=1 i=1 i=1
n o
D xilyi =) = B D xi(xi — %)
i=1 i=1

n

Z(xi -0y —7)

=1

Sonug: 3 = = —
D i —x%)°
i=1

burada n n
Dxilyi—9) = > (i —2)(yi - 9)
i=1 i=1

n n
Doxilxi —x) = D (xi — %)

= =
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Ek Bilgiler
Parametre Tahmincileri

B1 egim parametresinin tahmini 8;’'nin BDR'deki formiiliiniin bir diger gosterimi:
n n
D =Dwi-9 D —Dy
A i=1 i=1

Bi=" =5
Z(xi -x)? Z(xi -x)?
i=1 i=1

burada

D =)y —9) = D (xi - Dy
i=1 i=1

V.
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Ek Bilgiler

Tahmin Edilen Deger ve Kalintilarin Cebirsel Ozellikleri - 2

Cov(x,1) = E(xti) — E(x) E(di) =0 (1. Cebirsel Ozellik)
——
=0
=E(xu) =0
yada

D —x) (i — i)

Cov(x,11) = =l =0
n—1
n
Cov(x,it) = > x;j(h;— 4 )=0 (1. Cebirsel Ozellik)

n
= inﬁi =0
i=1

V.
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Ek Bilgiler
Tahmin Edilen Deger ve Kalintilarin Cebirsel Ozellikleri - 3
(2. Cebirsel Ozellik)

Couv(y, i) = Cov(Bo + Brx, it)
= B3, Cov(x, i) =0

——

(Kovaryans formiilii ve 1. Cebirsel Ozellik)

=0
= E(ya) =0
z L .
Cov(9,0) = > (gi—9)@i— 4 )= (i —§h; =0 (1. Cebirsel Ozellik)
i=1 — i=1
=0
n n .
= > it —y >, i; =0 (1. Cebirsel Ozellik)
i=1 i=1
——
=0
n
= D itk =0
i=1
V.
111/ 124 BDR Modeli © 2024 by Dr. Omer Kara
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Ek Bilgiler

SEKK Parametre Tahmincilerinin Beklenen Degeri

E(Bo) = Bo
E(B1) = Bi )
BDR Modeli
Yi = Bo + Bixi +u; (Model - Indeksli)
9 = o + Bixi (ORF - indeksli)

o fy'min beklenen deger formiilii
o Bynmn Slayt 36’deki formiiliiniin x’e (x) gore kosullu beklenen degerini alip
o Model denkleminin toplamlari alinarak elde edilen denklem

n n
yi=PBo+Pixi+ui  — D yi= > (Bo+Puixi+up)
= =

ny = nfo + finx

§=PBo+pix
kullanilarak gosterilebilir.
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Ek Bilgiler

Bo=y-Ppix (Slayt 36)
E(Bolx) = E( — B1%|x)
E(Bolx) = g — E(B1|x) x
———
=5
E(Bolx) = g - 1%

E(Bolx) = o
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Ek Bilgiler

o f3;'min beklenen deger formiilii
o 3;'mn formiilii (Slayt 109)
o BDR model denklemi (Slayt 112)
o Sifir kosullu ortalama varsayimi, BDR.5 (Slayt 14),
kullanilarak gosterilebilir.

D=y D (i = 1) (Bo + Bixi + up)
_ =1 i=1

Bi=—, = —
D= %)? D —x%)°
i=1 i=1
=0 3 (x; - %)?
——
Bo Z(xi - X) +B1 inl(xi - X) +Z(xi - X)u; Z(xi - X)u;
Bl — i=1 lnzl i=1 :ﬂl + l:nl

D —x)? D (xi—%)°

i=1 i=1
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Ek Bilgiler

o Alternatif 3, formiilii:

n

D = B

Bi=p1+ :nl— (81'nn Alternatif Formiilii)
PNETEEIE
im1

@ Alternatif Bl formiiliiniin x’e (x) gore kosullu beklenen degerini alalim.

. =0
Z"l(x-—@u' D =) Euilx)
i i i=1
EBil) = E|pi+ S x| = g1 + =B

Z(-xl -x)? D —x)?
=1
E(Bi]x) = B
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Ek Bilgiler

@ S, ve B1'nin beklenen deger formiilii x’e (x) gore kosullu hesaplanmasina ragmen
genelde kosulsuz olarak gosterilir:

E(Bolx) =80 — E(o) = Bo
EBix)=p1 — EB)=p
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Ek Bilgiler

Teorem: 51 nin Varyansi

. 0.2 0.2 n 5
Var(p1) = —; ) = SST,” SST, = ;(xi - %)
D (xi—%) -
i=1
w
BDR Modeli
Yi = Bo + Bixi +u; (Model - Indeksli)
9i = Bo + Prxi (ORF - indeksli)
V.

o fy’mn varyans formiilii

B1’nin Slayt 115'de gosterilen alternatif formiilii

Otokorelasyon olmamasi varsayimi, BDR.6 (Slayt 15),

Sabit varyans varsayimi, BDR.7 (Slayt 16),

Varyansin bir 6zelligi — Var(Z a;ju;) = 2 a?Var(u,-), burada a;’ler sabit sayilardir
ve u;’ler ikili olarak iliskisizdir.

kullanilarak ¢ikarilabilir.
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Ek Bilgiler

@ Alternatif [?1 formiiliiniin x’e (x) gore kosullu varyansini alalim.

Zn:(xi - X)u;

5 i=1
Var(pi|x) = Var| B + —,

;(xi -x)? (i —x)?

X|= —Var

i(xi —X)Mi|X)

i=1

1 n

= | 2 i =0 Var(uilx)
(Z(xi —x)z) - = 0 (BDR7)
i

2

D (A
(Z(x —x)) - S0
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Ek Bilgiler

@ (31'nin varyans formiilii

o? o?

Var(Bilx) = 5 =
X

D xi—x)°
=

@ A;'nim varyans formiilii x’e (x) gore kosullu hesaplanmasina ragmen genelde
kosulsuz olarak gosterilir:

2 2

(oa ~ (oa
— V =
SST. ar(By) = g

Var(f11x) =
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Ek Bilgiler
Teorem: SEKK Parametere Tahmincilerinin Etkinligi

BDR.6 - BDR.7 varsayimlari altinda SEKK parametre tahmincileri etkindir.

o? o?

Var(B) = — = 570 SSTy = Z(x,- -x)?
>G5 =) : =
i=1

o f3;'nin etkinligini kanitlayabilmek icin 8, ’in herhangi bir dogrusal sapmasiz
tahmincisi olan 8, 'nin 3;’e gore daha biiyiik varyansh oldugunun gosterilmesi
gerekir. — Var(8,) = Var(B;)

@ Bu nedenle Bl ve B1'min varyanslarinin hesaplanarak karsilastirilmasi gereklidir.

° Bl ‘nin x’e (x) gore kosullu varyansi (bakiniz Slayt 119)

o? o?

Var(fi|x) = — = 35T

Z(Xi -x)?
i=1
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Ek Bilgiler

@ f;'nin x’e (x) gore kosullu varyansi
o By’nin Slayt 115'de gosterilen alternatif formiilii 6nce f; icin yazilip x’e (x) gore
kosullu varyansini alindiktan sonra
o Varyansin bir 6zelligi — Var(Z a;ju;) = X a?Var(u,-), burada a;’ler sabit sayilardir
ve u;’ler ikili olarak iliskisizdir.

kullanilarak hesaplanabilir.

n n
D = B D (xi = B
Br=p+o—— — p=p+o——
> - %) > (xi—x)?
i=1 i=1
(81 ve By’mn Alternatif Formiilii)

< - (x; — %) <
B =01+ Zwiui, burada w; = ————— ve Zw,-(x,- -x) =1
i=1

Do —x)? =
i
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Ek Bilgiler

n n
Var(B|x) = Var (,81 +>) wiuilx) =Var ( wiui|x)
i=1 i=1

L

n
= Z wi2 Var(u;|x)
izl ——
= 0% (BDR.7)

n

Var(Bi|x) = o2 > w} (B1min Varyans)

i=1
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Ek Bilgiler )
@ Simdi, BDR.1 - BDR.7 varsaymmlar1 altinda Var (5, |x) ve Var(5;|x) arasindaki
farki inceleyelim.

n 2 n
Var(Bilx) - Var(Bilx) = o> D w} - ——— = | Dl u} - —

= le(xi - %)’ = > (xi—x)?

2
(Z wi (x; —x))
i=1

=02 Zw?—n— Ewi(x;—x)=1)
i=1

I Zwi(xi -X)
- O-ZZ (wi =91 (xi _x))z’ burada 7y = ’:,11

i=1 ;(-xi _x)Z
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Ek Bilgiler

n
n Z w; (x; — %)
Var(Bi|x) = Var(Bi|x) = O'ZZ (wi =71 (x; —X))Z, burada 7§, = 1::1
i=1 Z(xl. B x)Z
i=1
@ o2 her zaman pozitif olan bir degerdir.

° (wi =31 (x; — )Z))2 degeri, w;’'in (x; — ) lizerine uygulanan regresyondan elde
i=1

edilen kalint1 kareleri toplamidir ve her zaman pozitif olan bir degerdir.
o 7y ise ayni regresyondan elde edilen egim parametresi tahmincisidir.

@ Bunedenle Var(B;) > Var(f;)dur.
o f3; dogrusal sapmasiz tahminciler i¢cinde en kiiciik varyansa sahiptir, yani etkindir.

Teorem: SEKK Parametere Tahmincilerinin Etkinligi

BDR.6 - BDR.7 varsayimlari altinda SEKK parametre tahmincileri etkindir.

o? o?

A _ _ _ n . 2
Var(By) = Zn:m . =557 ST = ;(x, x)

i=1
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