Matematik ve Istatistik: Gozden Gecirme

Ekonometri I

Dr. Omer Kara!

Viktisat Bolimii
Eskisehir Osmangazi Universitesi

25 Ekim 2023

@ EskiseHirR OsMANGAZi UNIERSITEST 1/77 Matematik ve Istatistik ©2023 by Dr. Omer Kara


https://drive.google.com/file/d/1ha2ogDeQLYw3JZAsqcQX8dslGkHphQFB/preview

Taslak

@ Motivasyon

© Temel Matematiksel Araglar
o Toplam Operatorii ve Betimsel Istatistikler
o Degiskenlerde Degisim
o Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar
o Esneklik
o Fonksiyonel Form

@ Olasilik ve Dagilim Teorisi
o Rassal Degiskenler
o Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma
o Kovaryans ve Korelasyon
o Kosullu Beklenen Deger ve Kosullu Varyans
o Onemli Dagilimlar

@ istatistiksel Cikarsama

@ EskiseHir OsMANGAZi UNIiERSITESI 2/77 Matematik ve Istatistik

© 2023 by Dr. Omer Kara



Motivasyon

Bu boliimde, sirastyla asagidaki konular incelenecektir.
o Temel matematiksel araclar
@ Olasilik ve dagilim teorisine ait temel bilgiler

o Istatiksel cikarsama
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Toplam Operatérii ve Betimsel Istatistikler

Toplam Operatorii ve Ozellikleri

Toplam Operatorii
n
DIxi=xi X2+ Xy,
i=1

burada i indeks; n ise gozlem sayisidir.

a, b, ve c sabit sayilar ise;

@ Sabit bir sayinin toplamu:

Cc =nc

n
i=1

@ Sabit say1 ile carpilan bir serinin toplami:

n n
Sex=c3x
i=1 i=1

@ Eskisenir OsMANGAzi UNIiERSITESi 4/77 Matematik ve Istatistik

© 2023 by Dr. Omer Kara



Toplam Operatérii ve Betimsel Istatistikler

Toplam Operatorii ve Ozellikleri
@ Sabit sayi ile carpilan iki farkli serinin toplamu:
n n n
Z(ax,- +by;) = aZ X; + bz Yi
i=1 i=1 i=1
© Iki serinin boliimiiniin toplami ile toplamlarmin bélimii:

n
Xi
DI
i=1
n

,2—11 Yi
- Zyi

i=1

@ Serinin karesinin toplami ile toplaminin karesi:

2
n n

2
25 # | 2
i=1 i=1
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Toplam Operatérii ve Betimsel Istatistikler

Bazi Betimsel Istatistikler

Orneklem Ortalamasi

burada n gozlem sayisy, ¥ ise orneklem ortalamasidir.

@ Ortalamadan sapmalarin toplamu sifirdir.

Zn:(xi —)E) =0
i=1

Ispat:

n

n n n
E (x; —x) = E X — E X = E X; — nX = nX — nx
i=1 i=1 i=1

i=1

=0
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Toplam Operatérii ve Betimsel Istatistikler

Bazi Betimsel Istatistikler
@ Ortalamadan sapmalarin kareleri toplamu (tek seri i¢in):

S -8 = 3 - (@)
i=1 i=1

n
= > xi(x; — %)
i=1
Ispat:
n n
Z(xi -%0)k= Z:()cl2 — 2xi% +X2)
i=1 i=1
n n
= lez - 2)?2 x; +n(x)?
i=1 i=1

= ixlz - 2n(3)? + n(x)?
i=1

= ixlz - n()f)2 = ixi(xi - X)
i=1 i=1
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Toplam Operatérii ve Betimsel Istatistikler

Bazi Betimsel Istatistikler

@ Ortalamadan sapmalarin kareleri toplamu (¢ift seri i¢in):

n n

S =D i —§) = DXy — nig (Ozellik 3.1)
i=1 i=1
D=0 -9 =2 xilyi - ) (Ozellik 3.2)
i=1 i=1
Zn:(xi -X)(yi-y = Zn:(xi - X)yi (Ozellik 3.3)
i=1 i=1
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Degiskenlerde Degisim
Degiskenlerde Degisim
Baslangi¢ degeri x( ve son degeri ise x; olan bir x degiskeninde
@ Oransal Degisim (Proportional Change)

(X1 =x0) _ Ax
X0 X0

@ Yiizdesel Degisim (Percentage Change)
%Ax = 100(Ax/xo)
@ Yiizdesel Puan Degisimi (Percentage Point Change)
%Ax1 — %Axo

Ornek: Enflasyon %30’dan sonra %45'e yiikseldiginde, %45 — %30 = %15 puan
degismis olur. Oysa, yiizdesel degisim, %Ax = 100(45 — 30)/30 = %50 olacaktir.

EskisEHiR OsMANGAZi UNIERSITEST 9/77 Matematik ve Istatistik © 2023 by Dr. Omer Kara



Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogrusal Fonksiyonlar

@ Dogrusal fonksiyonlar (linear functions), yorumlanmasi ve manipiile edilmesi
basit olduklar i¢in ekonometride 6nemli bir rol oynar.

Dogrusal Fonksiyon
Eger x ve y degiskenleri asagidaki gibi iliskili ise y, x'in dogrusal (linear) bir
fonksiyonudur.

y=PBo+pix

Bo ve B1, y ve x degiskenleri arasindaki iliskiyi tanimlayan rakamsal parametrelerdir.

@ B kesim (sabit) parametresi (x = 0 oldugunda y'nin degerini belirtir), 8; ise egim
parametresi olarak bilinir.

@ Dogrusal fonksiyonun tanimlayici 6zelligi y’deki degisim her zaman 8; ¢arp1
x’deki degisim kadar olmasidir. Diger bir deyisle, x’in y iizerindeki marjinal
etkisi (marginal effect) sabittir ve 3;’e esittir.

Ay = B1Ax
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogrusal Fonksiyonlar

@ Aylik ev harcamasi ve gelir arasindaki iliskinin asagidaki dogrusal fonksiyonla
gosterildigini varsayalim.

Dogrusal Fonksiyon: Ev Harcamasi vs. Gelir

housing = By + Biincome

housing = 164 + 0.27 income

housing: ev i¢in yapilan harcama; income: gelir

@ Fonksiyona gore her 1 dolarlik ekstra gelir i¢in, 27 centlik ev harcamasi yapiliyor.
Ornegin, eger ailenin geliri $200 artarsa, bu durumda ev harcamast
0.27 X 200 = $54 artar.

o Bu dogrusal fonksiyona ait grafik Sekil 1’de gosterilmistir.
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogrusal Fonksiyonlar

housing

A housing _ 7

1,514 Aincome

164

1
5,000 income
Sekil 1: Dogrusal Fonksiyon: Ev Harcamasi vs. Gelir

Kaynak: Wooldridge (2016)
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogrusal Fonksiyonlar

@ Dogrusal fonksiyonlar ikiden fazla degisken kullanilarak da kolayca tanimlanabilir.

@ y'nin x; ve x, gibi iki farkli degiskene bagli oldugunu varsaydigimiz dogrusal
fonksiyonun genel formu asagidaki gibi olacaktir.

y = Po+B1x1+ Box;

o Uc-boyutlu grafigi olan bu fonksiyonu iki boyutlu diizlemde géstermek zor olsa da
o fo hala kesim (sabit) parametresidir (x; = 0 ve x2 = 0 iken y'nin degerini belirtir).
e [31 ve 37 ise x1 ve x degiskenlerine ait egim parametresi olarak bilinir.

o Fonksiyon denklemi kullanarak, x; ve x,’'deki degisikliklere karsilik gelen y’deki
degisim asagidaki gibi hesaplanabilir.
Y =Bo+ Bix1 +fax;
Ay = B1Ax; + BAxy
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogrusal Fonksiyonlar

o Eger, x; sabit ise, yani Ax, = 0 ise, y’deki degisim:
Ay = B1Ax; + B2Ax;
Ay =B1Ax; eger Ax; =0

e (1, x1 ile y arasindaki iliskiyi belirten egim parametresidir.
o B1,x2i sabit tutugumuzda x’deki degisime karsilik y'nin nasil degistigini
gosterdiginden x;’in y tizerindeki kismi etkisi (partial effect) olarak da adlandirilir.

B1 = y g Axy; =0
=2 eser =
1 Ax, g 2

o Kismi etki diger faktorlerin sabit tutulmasini icerdiginden dolay1 ceteris paribus
kavramiyla yakindan iliskilidir.
@ [3; parametresin de yorumlamasi benzerdir. 8;, x,’in y tizerindeki kismi etkisini
gosterir.

A
ﬂzzgyz eger Ax; =0
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogrusal fonksiyonlarda, denklemin sag tarafinda bulunan x’deki bir birimlik
degisim denklemin sol tarafindaki y’'de x’in baslangi¢ degerinden bagimsiz olarak
her zaman ayni etkiye sahiptir. Yani, x’in y tizerindeki marjinal etkisi sabittir.

Ay

y=po+pix — ’Blex

@ Bu durum, bircok iktisadi degisken arasindaki iliski i¢in gercekg¢i degildir, 6rnegin
azalan marjinal getiri (diminishing marginal returns).

o Iktisadi degiskenler arasindaki bu tarz farkl iliskileri de modelleyebilmek icin
dogrusal olmayan fonksiyonlar: (non-linear functions) kullanmamiz gerekir.

o Dogrusal olmayan fonksiyonlardaki temel mantik, x’deki bir birimlik degisim y’de
X’in baslangic degerine bagl olarak etki yapar. Yani, x’in y izerindeki marjinal
etkisi x’in baslangi¢ degerine gore degisir.

o Ekonometride bazi dogrusal olmayan fonksiyonlar siklikla kullanilir ve bu nedenle
bu fonksiyonlarin nasil yorumlanacaginin bilinmesi ¢ok 6nemlidir.
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Karesel Fonksiyonlar

@ Degisen marjinal etkiyi modelleyebilmek i¢in ekonometride dogrusal olmayan
(non-linear) fonksiyon olarak siklikla karesel fonksiyonlar (quadratic functions)
kullanilir.

Karesel Fonksiyon

x ve y degiskenleri asagidaki gibi iliskili ise y, x'in karesel bir fonksiyonudur.

y = o + Bix + fox?

Bo, B1, ve B2 y ve x degiskenleri arasindaki iligkiyi tanimlayan rakamsal parametrelerdir.

@ y'nin x’e gore kismi tiirevini alarak karasel fonksiyonun egimi m yaklagik olarak
asagidaki gibi hesaplanabilir.

Ay 5
m=— = 1 +26x
! 1 2

o Burada dikkat edilmesi gereken nokta, yukaridaki egim hesabi yaklasiktir. Kesin
bir hesaplama i¢in ilk ve son x degerlerini bilmek gerekir.
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Karesel Fonksiyonlar

o Karesel fonksiyona ait grafik 8 ve 8, parametrelerin isaretine gore degisir.
o Ornegin, 81 > 0ve 8, < 0 oldugunda y ve x arasindaki iliski Sekil 2’deki gibi
parabolik bir sekil alacaktir.
@ 31 > 0ve B, < 0 oldugunda, fonksiyonu maksimum yapan, yani egimin sifir
oldugu (m = 0), x* degeri asagidaki gibi hesaplanabilir.

Ay P B
— 2B +2Bx=0 — x =
A S P28 Y
o Ornegin, Sekil 2'deki karesel fonksiyonu maksimum (y = 14) yapan x* degeri 2'dir.
= — — — 2 * _ 181 _
Bo=6,B1=8 pr=-2 — y=6+8x-2x" — x'= B =2
=22

o Sekil 2’deki karesel fonksiyon incelendiginde x’in y iizerindeki azalan marjinal
etkisi (diminishing marginal effect) acik¢a gzlenmektedir. Baska bir deyisle
fonksiyonun egimi, x arttik¢a azalmaktadir.

o Karesel fonksiyon 8 ve 87 parametrelerin isaretlerine gore farkl sekillerde olabilir.
o Ornegin, 81 < 0ve 8, > 0 oldugunda, karesel fonksiyon “U” seklinde olur ve x’in y
iizerindeki artan marjinal etkisi (increasing marginal effect) gozlenir.
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Karesel Fonksiyonlar

4+
2_
ok
| 1 | |
0 1 3 4 x
xﬂ'

Sekil 2: Karesel Fonksiyon: y = 6 + 8x — 2x?
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogal Eksponansiyel Fonksiyon

o Ekonometrik analizde siklikla kullanilan bir diger dogrusal olmayan fonksiyon ise
dogal eksponansiyel fonksiyondur (natural exponential function).

@ Dogal eksponansiyel fonksiyon “exp” ya da “e” (euler say1si) ile gosterilir.

o Euler sayis ¢ & 2.71’in cikarilisini incelemek icin “Ek Bilgi” butonuna basiniz.

Dogal Eksponansiyel Fonksiyon
y=exp(x)=¢e” J

@ Dogal eksponansiyel fonksiyon Slayt 21°de gésterilen dogal logaritmanin tersidir.

e =x eger x>0 ve In(e¥)=x

y=exp(fo+frx) =0 — Iy =po+pix
o Sekil 3’de grafigi verilen dogal eksponansiyel fonksiyonun &zellikleri:
e =1 e! =2.7183
oe*

ety = XY e’ = (ex)y eclnx = x€ =

Ox
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogal Eksponansiyel Fonksiyon

y

y = expx)

N

I
0 X

Sekil 3: Dogal Eksponansiyel Fonksiyon: y = e*
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogal Logaritma

o Ekonometrik analizde en énemli rolii oynayan dogrusal olmayan fonksiyon dogal
logaritmadir (natural logaritm), yani e tabaninda logaritmadir.

@ Dogal logaritma i¢in “log,” ya da “In” kullanilir. Fakat biz “In” ile gosterecegiz.

Dogal Logaritma
y=Ilog,x =Inx

sadece x > 0 durumda tanimlidir.

o Sekil 4de grafigi verilen dogal logaritmanin 6zellikleri:

—0o  eger x<0 Inx;x; =Inx; +Inx;, x1,x,>0
Inx = <0 e;:;er O<x<! Inx{/x; =Inx; —Inx X1,X2 >0
0 eger x=1 1742 1 2y Al 22
>0 eger x>1 Inx=clnx, x>0 ve ceR
Onx 1
Ox x
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogal Logaritma

y = log(x)

Sekil 4: Dogal Logaritma: y = In x
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Fonksiyonlar

Dogal Logaritma

@ Dogal logaritma Slayt 19’de gosterilen dogal exponansiyel fonksiyonun tersidir.

@ Dogal logaritmada x arttikca egim azalarak gittikce sifira yaklasir fakat hicbir
zaman sifir veya negatif olmaz. Bir baska deyisle, x'in y izerindeki marjinal etkisi
azalir fakat hicbir zaman sifir veya negatif olmaz.

o Fakat, karesel fonksiyonda 8; ve 8, parametrelerin isaretlerine gére bu etki sifir
veya negatif olabilir, Sekil 2’deki gibi.

o Logaritmik yakinsama 6zelligi ile logaritmik formdaki veride olusan kiiciik
degisimler, diizey formundaki veride oransal ya da yiizdesel degisim olarak
yorumlanabilir. xg ve x; pozitif sayilar oldugunda:

Inx; —Inxg = (x1 —x0)/x0 (logaritmik yakinsama)
Alnx = Ax/xg (oransal degisim)

100 Alnx = 100 Ax/xq (100 ile carpim)
100 Alnx = %Ax (ytizdesel degisim)

o Logaritmik yakinsama sadece kiigiik degisimler i¢in kullanilmalidir. Biiyiik
degisimlerde logaritmik yakinsama dogru sonug vermez.
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Esneklik

Esneklik

o Eger sadece kiiciik degisimler i¢in gegerli ise Slayt 23’de verilen logaritmik
yakinsama 6zelligine ekonometrik analizlerde neden ihtiya¢ duyuyoruz?

@ Bu soruyu cevaplamak i¢in uygulamali ekonometrinin bir¢ok alaninda kritik
onemi olan esneklik (elasticity) kavramini inceleyelim.

Esneklik

y'nin x’e gore esnekligi x’de %1’lik bir artis oldugunda y’de meydana gelen yiizdesel
degismeyi ifade eder.

_ %Ay Ay x

C%Ax Axy

o Slayt 23’de verilen logaritmik yakinsama 6zelligini kullanarak yaklasik esneklik
formiiliinii yazabiliriz.
_ %Ay _100Alny Alny
~ %Ax  100Alnx  Alnx
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Fonksiyonel Form

Fonksiyonel Form

o Ekonometride siklikla tercih edilen 4 farkli fonksiyonel form (functional form)
ile y ve x degiskenleri arasindaki iliskiyi yorumlayip esnekligi hesaplayalim.

Diizey-Diizey Fonksiyonel Formu

y=Po+pix (fonksiyon)
A
—y =B (tiirev)
Ay = B1Ax (yorumlama)

ceteris paribus kosulu altinda, x’deki 1 birimlik artis, y’de olarak $; birim kadar

degisime neden olur. Ay x

E=—"2Z_- ﬁ =B (esneklik)
Acy Ty U BotBuix ﬁlx

y'nin x’e gore esnekligi hem parametreler Bo ve B1’e hem de x’e baglidir, yani esneklik

sabit degildir. Uygulamada esnekligi sabit bir deger olarak hesaplamak i¢in yukaridaki

formiilde genellikle verilerin ortalamasi kullanilir, yani x ve .
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Fonksiyonel Form

Fonksiyonel Form

Diizey-Log Fonksiyonel Formu

y=pPo+pi1Inx (fonksiyon)
Ay i
Alnx Bi (tlirev)

Ay 100Ay 100 Ay
Alnx ~ 100Alnx  %Ax

2B — Ay=(B1/100)%Ax  (yorumlama)

ceteris paribus kosulu altinda, x’deki %1’lik artis, y’de /100 birim kadar degisime
neden olur.

_Ayx Ay 1 Ay 1 B Bi .
-2 _ == R i o S (esneklik)
Axy AMAx/xy Alnxy y Bo+pilnx

y'nin x’e gore esnekligi hem parametreler 8y ve §1’e hem de x’e baglidir, yani esneklik
sabit degildir. Uygulamada esnekligi sabit bir deger olarak hesaplamak i¢in yukaridaki
formiilde genellikle verilerin ortalamasi kullanilir, yani ¥ ve .

W
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Fonksiyonel Form

Fonksiyonel Form

Log-Diizey Fonksiyonel Formu

Iny = Bo +Bix (fonksiyon)
Al
AI;y =B (tiirev)

Alny 100Alny %Ay
- = = %Ay = (100 B;)Ax 1
Ar T 100Ax S 1o0Ax S A T May=(1008y) (yorumlama)

ceteris paribus kosulu altinda, x’deki 1 birimlik artis, y’de %100 8, kadar degisime
neden olur. 100 B4, y'nin x’e gore yari-esnekligi (semi elasticity) olarak adlandirilir.

E Ay x  Ayly Alny
= ——-= —Xx =
Ax y Ax Ax

X = Bix (esneklik)

y'nin x’e gore esnekligi hem parametre 8;’e hem de x’e bagldir, yani esneklik sabit
degildir. Uygulamada esnekligi sabit bir deger olarak hesaplamak i¢in yukaridaki
formiilde genellikle verilerin ortalamasi kullanilir, yani ¥ ve 7.
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Fonksiyonel Form

Fonksiyonel Form

Log-Log Fonksiyonel Formu

Iny =B+ B1Inx (fonksiyon)
Alny .
Alnx B (tlirev)

Alny  100Alny _ %Ay
Alnx  100Alnx  %Ax

=B — %Ay = B1%Ax (yorumlama)

ceteris paribus kosulu altinda, x’deki %1lik artis, y’'de %8, kadar degisime neden olur.
B1, y'nin x’e gore esnekligini yaklasik olarak verir. i ve x gibi verilere bagli olmadig: i¢in
sabittir. Bu nedenle sabit esneklik (constant elasticity) olarak adlandirilir.

_ %Ay _100Alny  Alny
" %Ax ~ 100Alnx  Alnx

=B (esneklik)

y'nin x’e gore esnekligi (yaklasik) sadece parametre 31’e baghdir, yani esneklik sabittir.
Bu nedenle Log-Log fonksiyonel formu sabit esneklik modeli olarak da bilinir.
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Rassal Degiskenler

Rassal Degiskenler

Rassal Degisken

Alacag deger belli bir rassal (random) deneyin (experiment) sonucuna bagli olan
degiskenlere rassal degisken denir.

X ={x1,X2,...,Xi,...,Xn}

burada i indeks; n gozlem sayisy; X rassal degisken; x; ise X rassal degiskeninin aldigi
belli bir degeri ifade eder.

Kesikli Rassal Degisken

Alacag degerler sayilabilir (sonlu ya da sonsuz) olan rassal degiskendir.

Siirekli Rassal Degisken

Belli bir aralikta (6rnegin reel say1 dogrusu iizerinde) herhangi bir degeri alan rassal
degiskendir.

EskisEHiR OsMANGAZi UNIERSITEST 29/77 Matematik ve Istatistik © 2023 by Dr. Omer Kara



Rassal Degiskenler

Olasilik Yogunluk ve Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu

Olasilik Yogunluk Fonksiyonu (PDF)

Herhangi bir rassal degiskenin olasi degerlerinin ve o olas1 degerlere karsilik gelen
olasiliklarla ilgili bilgilerin 6zetlendigi fonksiyona olasilik yogunluk fonksiyonu
(probability density function) ya da kisaca PDF denir. Ornegin, rassal degisken X’in
PDF’si f(x), f(x;) yada fx(x;) ile gosterilebilir.

Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu (CDF)

Herhangi bir rassal degiskenin belli bir degeri asmama olasiligini gosteren fonksiyona
kiimiilatif dagilim fonksiyonu (cumulative distribution function) ya da kisaca CDF
denir. Ornegin, rassal degisken X’in CDFi F(x) ya da F(x;) ile gosterilebilir.

@ PDF ve CDF arasindaki iliski asagida verildigi gibidir.

fiy = O
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Rassal Degiskenler

Kesikli Rassal Degiskenler

o Herhangi bir kesikli rassal degisken, alabilecegi olas1 degerler ve o olas1 degerlere
karsilik gelen olasiliklar listelenerek yani PDF kullanilarak tamamen
tanimlanabilir.

° Ornegin, X kesikli rassal degiskeninin {x1, x,, ..., X, } gibi n adet olasi degeri
varsa, bu olasi degerlere karsilik gelen olasiliklar p1, p», . . ., p, asagidaki gibi PDF
kullanilarak tanimlanabilir.

fxi))=pi=P(X=x;), i=12,....n
burada X’in x; degerini alma olasilig1 f (x;) = p;’ye esittir ve

0< fx) <1

n
DUF) = fx) + flx) +-+ fxp) =1
i=1
@ X kesikli rassal degiskeninin x; degerini asmamasini gosteren olasilik yani CDF ise
asagidaki gibi tanimlabilir.
n
P(X <xp)=fx)+ flx)++ fxn) = D) f(x) = F(x;)

xX<Xx;
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Rassal Degiskenler

Kesikli Rassal Degiskenler - Ornek

o Bir basket¢inin iki atis yaptigini ve X kesikli rassal degiskeninin basarili atis
sayisini gosterdigini diisiinelim. X’in alabilecegi degerler {0, 1, 2} olsun. Olasilik
sOyle verilmis olsun:

f(0)=0.2, f(1)=0.44, f(2)=0.36

@ Bu dagilimin grafigi soyledir.

f(x)

44

36

20

0 1 2 X

Sekil 5: Tki Atisdaki Basarili Atislar1 Gosteren Kesikli Rassal Degiskenin PDF’si
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Rassal Degiskenler

Kesikli Rassal Degiskenler - Ornek

@ Bu basketcinin en az bir basarili atis yapma olasilig1 nedir?
PX>21)=P(X=1)+P(X=2)
=f()+f(2)
=0.44+0.36
=0.80

@ Bu basketcinin en fazla bir basarili atis yapma olasilig1 nedir?
PX<1)=P(X=0+P(X=1)
= f(0)+ f(1)
=0.20+0.44
=0.64
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Rassal Degiskenler

Siirekli Rassal Degiskenler

o Ayni kesikli rassal degiskenlerde oldugu gibi siirekli rassal degiskenler i¢in de
rassal degiskenin olasi sonuglar1 hakkinda bilgi veren olasilik yogunluk
fonksiyonunu tanimlayabiliriz.

o Kesikli rassal degiskenlerden farkli olarak, siirekli rassal degiskenler sayilamaz. Bu
nedenle siirekli rassal degiskenin belli bir degere esit olma olasilig: sifirdir.
Ornegin, siirekli rassal degisken X’in belirli bir deger olan x’i alma olasilig1:

f@) =P(X=x)=0

o Bu nedenle, siirekli rassal degiskenin PDF’sini yalnizca bir dizi deger iceren olaylar1
yani araliklar1 hesaplamak icin kullaniriz. Ornegin, siirekli rassal degisken X’in a
ve b gibi sabit sayilarin arasinda deger alma olasilig1 asagidaki gibi hesaplanir.

b
P(a<X<b)=/ f(x)dx

o Siirekli rassal degisken X’'in PDF’si ve X'in a ve b arasinda olma olasilig
Sekil 6’deki tarali alanda gosterilmistir.
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Rassal Degiskenler

Siirekli Rassal Degiskenler

f(x)

a b X

Sekil 6: Stirekli Rassal Degisken X'in PDF’si
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Rassal Degiskenler

Siirekli Rassal Degiskenler

o Siirekli rassal degisken X’in PDF’si ve aralik olasiliklar1 asagidaki kosullar: saglar.

f(x)=0
‘[ mf(x)dx:l

Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<bh)

o X siirekli rassal degiskeninin x degerini asmamasini gésteren olasilik yani CDF ise
asagidaki gibi tanimlabilir.

X
P <x)=F= [ fod
@ Olasiliklar: hesaplarken CDF ile ilgili asagidaki 6zellikler siklikla kullanilir.

P(X>c)=1-F(c), ceR
Pla<X<a)=F(b)-F(a), a,beR ve a<b
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Beklenen Deger
Beklenen Deger

Rassal degisken X’in olast degerlerinin agirlikli ortalamasini ifade eden degere
beklenen deger (expected value) denir ve E (X), ¢ ya da uy ile gosterilir. Beklenen
deger hesaplanirken agirliklar, olasilik yogunluk fonksiyonu tarafindan belirlenir.

E(X)=x1f(x1)+x2f(x2) + - +xf(xp) = Zn]xif(xi) (Kesikli Rassal Degisken)

i=1

+00
E(X) = / xf(x)dx (Stirekli Rassal Degisken)

(e8]
v

Beklenen Deger Hesaplamasi - Ornek 1

X kesikli rassal degiskeni —1, 0, 2 degerlerini sirastyla é, %, % olasiklariyla aliyorsa,

E(X) nedir?
E(X) = ( 1)><1+01+2><3
a 8 2 8

=5/8

W
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Beklenen Deger

@ Rassal degisken X’in bir fonksiyonunun beklenen degeri:

E[g(X)] = Zn: g9(x;) fx (x;) (Kesikli Rassal Degisken)
i=1
E[g(X)] = / ) g(x) fx(x) dx (Siirekli Rassal Degisken)

Beklenen Deger Hesaplamasi - Ornek 2

X kesikli rassal degiskeni —1, 0, 2 degerlerini sirasiyla %, %, % olasiklariyla aliyorsa,
E(X?) nedir?

1 1 3
E(X>) =(-1)2?x=-+40>=+22x =
(X%) =(=1) 5 > :

=13/8

o Siirekli rassal degisken X’in simetrik olan PDF’si ve beklenen degeri E(X) = py,
Sekil 7°de gosterilmistir. X'in simetrik dagildigina dikkat edin.
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Beklenen Deger

f(x)

n X
Sekil 7: Stirekli Rassal Degisken X'in PDF’si
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Beklenen Degerin Ozellikleri

@ c sabit bir say1 ise
E(c)=c

@ X rassal bir degisken, a ve b sabit sayilar ise

E(aX+b)=aE(X)+b

Q@ Xi,X,,...,X, rassal degiskenler ve ay, a», . . ., a, sabit sayilar ise

E(a1X1 +612X2 + .- +61an) = alE(Xl) +a2E(X2) + - +anE(Xn)

E (i a,'X[

i=1

= i a;E(X;)
i

n

=ZE(X,~) eger a; =1

i=1

E

n
2%
i=1

@ EskiseHir OsMANGAZi UNIERSITEST 40/ 77 Matematik ve Istatistik © 2023 by Dr. Omer Kara



Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Varyans

Varyans

Rassal degisken X'in kendi beklenen degeri E (X) = u cevresindeki degiskenligi ifade
eden degere varyans (variance) denir ve Var(X), o ya da 0')2( ile gosterilir.

Var(X) = E[(X - p)’]
= E[X? - 2Xu+ %]
= E(X?) —2uE(X) + 1%
=E(X%) —2u* + ii?

= E(X*) - 1

v

@ Ayni ortalamaya yani beklenen degere fakat farkli varyansa sahip iki farkls siirekli
rassal degisken X ve Y’'nin PDFleri Sekil 7'de gosterilmistir.
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Varyans

pdf

I3 Xy
Sekil 8: Siirekli Rassal Degiskenler X ve Y’nin PDFleri
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Varyansin Ozellikleri

@ X rassal degisken ise
0 <Var(X) < 4+

@ c sabit bir say1 ise
Var(c) =0
Yani, sabit bir sayinin varyanst sifirdir.
@ X rassal bir degisken ve a sabit bir say1 ise

Var(aX) = a*Var(X)

Yani, rassal bir degisken sabit bir sayiyla carpilirsa, o rassal degiskenin varyansi
sabit sayinin karesiyle carpilir.

@ X rassal bir degisken, a ve b sabit sayilar ise
Var(aX +b) = a*Var(X)

Yani, rassal bir degiskene sabit bir sayinin eklenmesi o rassal degiskenin varyansi
degistirmez.
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Varyans

Varyans Hesab1

Rassal degisken x’in varyans: anakiitle ve 6rneklem icin:

S — )

Var(x) = L (Anakditle)

n

n
> i —x%)°

Var(x) = = N (Orneklem)

=

burada n gozlem sayisidir.
v
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Standart Sapma

Standart Sapma

Rassal degisken X’in varyansinin karekokiinii ifade eden degere standart sapma
(standard deviation) denir ve sd(X), o ya da o ile gosterilir.

sd(X) = +yVar(X)
Vo2
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Standart Sapmanin Ozellikleri

@ X rassal degisken ise
0 < sd(X) < 400

@ c sabit bir say1 ise
sd(c) =0
Yani, sabit bir sayinin standart sapmasi sifirdir.
@ X rassal bir degisken ve a sabit bir say1 ise

sd(aX) = |a|sd(X)

Yani, rassal bir degisken sabit bir sayiyla carpilirsa, o rassal degiskenin standart
sapmasi sabit sayinin mutlak degeri ile carpilir.

@ X rassal bir degisken, a ve b sabit sayilar ise

sd(aX + b) = |a|sd(X)

Yani, rassal bir degiskene sabit bir sayinin eklenmesi o rassal degiskenin standart
sapmasini degistirmez.
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Beklenen Deger, Varyans ve Standart Sapma

Rassal Degiskeni Standardize Etmek

Rassal Degiskeni Standardize Etmek

Herhang bir dagilima sahip, X ~ (u, 0°?) rassal degiskeninin degerlerinden ortalamay1
cikartip standart sapmaya bolersek elde edecegimiz yeni rassal degisken Z ~ (0, 1)
dagilimina sahip olur. Bu siirece rassal degisken X’in standardize edilmesi ve Z
degiskenine ise standardize edilmis rassal degisken denir.

X-—p

z=""F _ 7.0,
o

i .7 = _ 1 _cH .
Ispat: Z=aX +b, a= _ ve b= —- olarak tanimlanirsa:

E(Z) = E(aX +b) Var(Z) = Var(aX + b)
=E(aX) + E(b) =Var(aX)
=aE(X)+b = a*Var(X)
=au+b o2 1

v
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Kovaryans ve Korelasyon

Bagimsizlik, Ortalama Bagimsizlik ve Dogrusal Iliskisizlik

o Ekonometri ve Istatistik’te siklikla kullanilan ve genellikle birbirleriyle karistirilan
bagimsizlik (independence), ortalama bagimsizlik (mean independence) ve
dogrusal iliskisizlik (linearly unrelated) kavramlarini inceleyelim.

o iki rassal degisken X ve Y

o dogrusal iliskisiz ise iki degisken arasindaki kovaryans ve korelasyon 0’dir.

Cov(X,Y)=0 ve Corr(X,Y)=0

o ortalama bagimsiz ise Y'nin X’e gore kosullu beklenen degeri kendi beklenen
degerine esittir. Ortalama bagimsizlik ayni zamanda dogrusal iliskisizligi de saglar.

E(Y|X)=E(Y) = Cov(X,Y)=0 ve Corr(X,Y)=0

o bagimsiz ise iki degisken hem dogrusal hem de dogrusal olmayan sekilde iliskisizdir.
Bagimsizlik ayn1 zamanda ortalama bagimsizlig1 ve dogrusal iliskisizligi de saglar.

Bagimsizhk = E(Y|X)=E(Y) = Cov(X,Y)=0 ve Corr(X,Y)=0

o Bagimsizlik en gii¢lii kavramken, dogrusal iliskisizlik ise en gii¢siiz kavramdir.
Asagida verilen iliskide sol taraftaki kavram sag taraftaki kavrami saglarken bunun
tersi dogru degildir.

Bagimsizlik = Ortalama Bagimsizhik = Dogrusal iliskisizlik
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Kovaryans ve Korelasyon

Kovaryans
Kovaryans

iki rassal degisken X ve Y’nin ortalamada birbirlerine gore nasil degistigini yani bu
rassal degiskenlerin arasindaki iligkiyi ifade eden degere kovaryans (covariance) denir
ve Cou(X,Y) yada oxy ile gosterilir.

Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — uy)]

= E[(X - ux)Y]
=E[X(Y - uy)]
= E(XY) — puxpy

o Kovaryans, iki rassal degisken arasindaki dogrusal iliskinin (linear relationship)
yoniinii belirtir. Pozitif kovaryans, iki rassal degiskenin ayni yonde hareket ettigini,
negatif kovaryans ise zit yonlerde hareket ettigini gosterir.

o Kovaryans nedensellik belirtmez.

o Kovaryans, rassal degiskenlerin 6l¢ii birimlerine bagli oldugundan iki rassal
degisken arasindaki dogrusal iliskinin giiciinii belirtmez. Bunun icin korelasyon
kavramini kullanacagiz.
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Kovaryans ve Korelasyon

Kovaryansin Ozellikleri

@ X veY rassal degiskenler ise

—00 < Cov(X,Y) < +o0

@ X veY rassal degiskenleri bagimsiz ise
Cov(X,Y)=0

Fakat, bunun tersini dogru degildir. Yani aralarindaki kovaryansin sifir, yani
dogrusal olarak iliskisiz, olmasi X ve Y nin bagimsiz oldugu anlamina gelmez. ki
rassal degiskenin bagimsiz olmasi i¢in hem dogrusal hem de dogrusal olmayan
sekilde iliskisiz olmasi gerekir.

@ X veY rassal degiskenler, ay, a;, by ve b, sabit sayilar ise

Cov(a1X + by,aY + by) = ajaCov(X,Y)

@ Cauchy-Schwartz Esitsizligi: X ve Y rassal degiskenler ise
|Cov(X,Y)| < sd(X)sd(Y)
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Kovaryans ve Korelasyon

Kovaryans

Kovaryans Hesab1

Rassal degiskenler x ve y’'nin kovaryans: anakiitle ve 6rneklem igin:

S - -
Cov(x,y) = =l

n

Z(xi -5 (i — 9)
Cov(x,y) = =l

n—1

burada n gozlem sayisidir.

(Anakiitle)

(Orneklem)
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Kovaryans ve Korelasyon

Korelasyon

Korelasyon

[ki rassal degisken X ve Y’nin arasindaki dogrusal iliskinin giictinii ifade eden degere
korelasyon (correlation) denir ve Corr(X,Y), p ya da pxy ile gosterilir.

Cov(X,Y) B Cov(X,Y)

Corr(X,¥) = sd(X) sd(Y)  oxoy

o Korelasyon, rassal degiskenlerin 6l¢ii birimlerine bagli olmadigindan kovaryansin
aksine iki rassal degisken arasindaki dogrusal iligkinin giiciinii belirtir.

o Korelasyon nedensellik belirtmez.

@ o ve oy her zaman pozitif oldugundan, Cov(X,Y) ve Corr(X,Y) her zaman
ayni isarete sahiptir.

@ Sadece ve sadece eger Cov(X,Y) =0ise Corr(X,Y) = 0 olur.
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Kovaryans ve Korelasyon

Korelasyonun Ozellikleri

@ X veY rassal degiskenler ise

-1<Corr(X,Y) <1

@ X veY rassal degiskenleri bagimsiz ise
Corr(X,Y)=0

Fakat, bunun tersini dogru degildir. Yani aralarindaki korelasyonun sifir, yani
dogrusal olarak iliskisiz, olmas1 X ve ¥ nin bagimsiz oldugu anlamina gelmez. iki
rassal degiskenin bagimsiz olmasi i¢in hem dogrusal hem de dogrusal olmayan
sekilde iliskisiz olmasi gerekir.

@ X veY rassal degiskenler, ay, a;, by ve b, sabit sayilar ise
Corr(a1X + by,a,Y + by) = Corr(X,Y) eger aja; >0
Corr(a1X + by,a,Y + by) = —Corr(X,Y) eger aja; <0
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Kovaryans ve Korelasyon

Rassal Degiskenlerin Toplaminin Varyansi
@ X veY rassal degiskenler, a ve b sabit sayilar ise

Var(aX +bY) = a*Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X,Y)

@ X veY rassal degiskenleri dogrusal iliskisiz, yani Cov(X,Y) = 0, a ve b sabit
sayilar ise

Var(aX +bY) = a*Var(X) + b*Var(Y)
Var(X +Y) =Var(X -Y) =Var(X) +Var(Y)

Q@ X1, X, ..., X, ikili olarak dogrusal iliskisiz rassal degiskenler ve ay, a3, ...,a,
sabit sayilar ise

Var(a1 X1+ a Xp +- -+ ap,X,) = a%Var(Xl) + a%Var(Xz) +ot aflVar(Xn)

Var (Z aiXi
i=1

= Z afVar(Xl-)
i=1

n

= Z Var(X;) eger a;=1
i=1

Var

n
2 Xi

i=1
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Kosullu Beklenen Deger ve Kosullu Varyans

Kosullu Beklenen Deger

@ Kovaryans ve korelasyon iki rassal degisken arasindaki dogrusal iliskiyi dlcer ve
degiskenleri simetrik olarak ele alir, yani X ve Y ayni konumdadir.

@ Opysa, cogu kez X'i bagimsiz ve Y’yi bagimli degisken alarak, belli bir X degeri
verilmisken Y'nin alacagi degeri bulmak isteriz. Boyle bir iliski dogrusal olmayan
tiirden olacaktir.

@ Yani, kosullu beklenen deger kovaryans ve korelasyonun yakalayamayacag:
dogrusal olmayan iliskileri de gosterir.

o Kosullu beklenen deger icin kovaryans ve korelasyondaki gibi tek bir sayidan
ibaret bir 6l¢ti bulamayacagiz. Onun yerine, X'in verilmis degeri i¢in ¥’nin
kosullu beklenen degerine (conditional expected value) bakacagiz.

o Kosullu beklenen deger E(Y|X = x), E(Y|x) yada E(Y|X) ile gosterilir.
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Kosullu Beklenen Deger ve Kosullu Varyans

Kosullu Beklenen Deger

Kosullu Beklenen Deger

Kosullu beklenen deger E(Y|X), X’in bir fonksiyonudur ve Y nin beklenen degerinin X
ile birlikte nasil degistigini gosterir.

n

E(Y|X) = Z i fr1x (yilx) (Kesikli Rassal Degisken)
i=1
+00

EY|X) = / Yi frix(yilx) dy (Stirekli Rassal Degisken)

o’
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Kosullu Beklenen Deger ve Kosullu Varyans

Kosullu Beklenen Deger

Kosullu Beklenen Deger: Ucret vs. Egitim Yili

Farkli egitim seviyeleri i¢in ticretin beklenen degerini hesaplamak, ticretler ve egitimin
nasil iliskili oldugu konusunda 6nemli bilgiler saglar. Varsayalim ki ticretin egitim yilina
gore kosullu beklenen degerini gosteren denklem asagidaki gibi dogrusal bir fonksiyon

olsun.
E(wageleduc) = By + Breduc

E(wageleduc) = 1.05 + 0.45 educ

wage: icret; educ: egitim yili

@ Yukarida verilen ticretin egitim yilina gore kosullu beklenen degeri $ekil 9°de
gosterilmistir.
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Kosullu Beklenen Deger ve Kosullu Varyans

Kosullu Beklenen Deger

E(WAGE|EDUC)

4 8 12 16 20 EDUC

Sekil 9: Ucretin Egitim Yilina Gore Kosullu Beklenen Degeri
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Kosullu Beklenen Deger ve Kosullu Varyans

Kosullu Beklenen Degerin Ozellikleri

@ X rassal bir degisken ve ¢(X) ise X'in herhangi bir fonksiyonu ise
E[c(X)|X] = c(X)

Yani, X’e gore kosullu beklenen deger aliyorsak, X'in fonksiyonlari sabit gibi
distintilebilir. Sabitin beklenen degeri kendisine esittir.
Ornek: E(X?|X) = X?

@ X veY rassal degiskenler, a(X) ve b(X) ise X’in herhangi bir fonksiyonu ise
Ela(X)Y +b(X)|X] =a(X)E(Y]|X) + b(X)
Ornek: E(XY +2X2|X) = X E(Y|X) +2X?
@ X veY bagumsiz rassal degiskenler ise
EY|X)=E®Y)

Yani, X ve Y bagimsizsa, Y'nin X’e gore kosullu beklenen degeri X’e bagh degildir.
X’in degeri ne olursa olsun Y’nin kosullu beklentisi kosulsuz beklentiye esit olur.
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Kosullu Beklenen Deger ve Kosullu Varyans

Kosullu Beklenen Degerin Ozellikleri

@ Yinelenen Beklentiler Kanunu (Law of Iterated Expectation): X ve Y rassal
degiskenler ise

E[E(Y[X)] = E(Y)

Yani, eger 6nce E(Y|X)’i X’in bir fonksiyonu olarak hesaplar ve daha sonra X’e
gore kosullu beklentisini alirsak E(Y)’nin beklenen degerine gore ulasiriz.
Bu 6zelligin daha genel bir versiyonu: E(Y|X) = E[E(Y|X, Z)|X]

@ X veY rassal degiskenler ve E(Y|X) = E(Y) yani ortalama bagimsiz ise

Cov(X,Y) =0 ve Corr(X,Y)=0
Yani, X'in her dogrusal fonksiyonu Y ile iliskisizdir.
@ U ve X rassal degiskenler ve E(U|X) = 0 ise
E[EUIX)]=EU)=0 — EU|IX)=EU)=0 (4. Ozellik)
E(U|X)=EWU) — Corr(U,X)=0 ve Cov(U,X)=0 (5. Ozellik)
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Kosullu Beklenen Deger ve Kosullu Varyans

Kosullu Varyans

Kosullu Varyans

Kosullu varyans Var (Y| X), X'in bir fonksiyonudur ve Y nin varyansinin X ile birlikte
nasil degistigini gosterir.

Var(Y|X) = E [(Y - E(Y|X))*|X]
= E(Y?|X) - E(Y|X)?

Eger X ve Y bagimsiz ise

Var(Y|X) = Var(Y)
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Onemli Dagilimlar

Normal Dagilim

o X siirekli rassal degiskeni normal dagilima (normal distribution) uyuyorsa
herhangi bir degeri alabilir.

o Normal dagilim ve ondan tiiretilen diger dagilimlar, olasilik hesaplamalarini ve
istatiksel ¢ikarimi oldukga basitlestirdigi igin istatistik ve ekonometride yaygin
olarak kullanilir.

o Normal dagilim Carl Friedrich Gauss nedeniyle bazen Gauss dagilimi (Gaussian
distribution) olarak da adlandirilir.

@ Normal dagilimi tanimlayan iki paremetre vardir.

E(X)=u (Beklenen Deger)
Var(X) = o (Varyans)
@ Normal dagilim bu iki parametre kullanilarak kisaca asagidaki gibi gosterilebilir.
X ~ N(u, %)

o Genel sekli Sekil 10’de verilen ve genel grafigi simetrik ve ¢an sekilinde olan
normal dagilima ait PDF'nin formiilii asagidaki gibidir.

F) = —

o

exp [—(x —p)?/20°], —c0o<x <o
n
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Onemli Dagilimlar

Normal Dagilim

f, for a normal

/ random variable

|
n X
Sekil 10: Normal Dagilima Ait PDF'nin Genel Sekli

Kaynak: Wooldridge (2016)
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Onemli Dagilimlar

Standart Normal Dagilim

o Normal dagilima sahip Z siirekli rassal degiskeninin beklenen degeri 0, yani
E(Z) = 0, ve varyansi 1, yani Var(Z) = 1, ise Z siirekli rassal degiskeni standart
normal dagilima (standard normal distribution) sahiptir.

E(Z)=0 (Beklenen Deger)

Var(Z) =1 (Varyans)

@ Bu yoniiyle standart normal dagilim, normal dagilimin 6zel bir durumudur ve yine
iki parametre kullanilarak asagidaki gibi gosterilebilir.

Z ~N(0,1)

@ Standart normal dagilima ait PDF'nin formiilii asagidaki gibidir.

D(z) = \/%_ﬂexp (—ZZ/Z) , —00<Z7Z<00

o Standart normal dagilima ait CDF'nin sekli Sekil 11’de verilmistir.
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Onemli Dagilimlar

Standart Normal Dagilim

1

0

=3 0 3 z

Sekil 11: Standart Normal Dagilima Ait CDF
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Onemli Dagilimlar

Normal Dagilimin Ozellikleri

@ X rassal bir degisken ve X ~ N(u, 0?) ise

z=XE . 7 N1
o
ispat: Z=aX+b, a= # ve b= % olarak tanimlanirsa:

E(Z) = E(aX +b) Var(Z) = Var(aX + b)
=E(aX)+E(b) =Var(aX)
=aE(X)+b = a*Var(X)
=au+b o2
_H_n o7

o o -1

=0
Yani, herhangi bir normal dagilima sahip olan X rassal degiskeni standardize
edildiginde standard normal dagilima sahip olur.

EskisEHiR OsMANGAZi UNIERSITESI 66 /77 Matematik ve Istatistik © 2023 by Dr. Omer Kara




Onemli Dagilimlar

Normal Dagilimin Ozellikleri

Q X rassal bir degisken ve X ~ N(u, 0?) ise

W=aX+b — W~N(au+b, a*c?)

ispat:

E(W)=E(aX+b) Var(W) =Var(aX + b)
=E(aX)+ E(b) =Var(aX)
=aE(X)+b =a*Var(X)
=au+b = 202

Yani, herhangi bir normal dagilima sahip olan X rassal degiskeni dogrusal
transformasyona ugradiginda yine normal dagilima sahip olan baska bir rassal
degisken elde edilir.

EskiseHiR OsMANGAZi UNIERSITEST 67/77 Matematik ve Istatistik © 2023 by Dr. Omer Kara



Onemli Dagilimlar

Normal Dagilimin Ozellikleri

@ X veY bagimsiz ve 6zdes normal dagilima sahip rassal degiskenler, yani
X ~N(u,0?) veY ~ N(u, 0?) ise,

W=X+2Y — W ~NQGBu, 50%)

ispat:

E(W)=E(X +2Y) Var(W) = Var(X +2Y)
=E(X)+E(2Y) =Var(X)+4Var(Y)
=E(X)+2E(Y) = g? +40?
=p+2p =502
= 3/1

Yani, bagimsiz ve 6zdes normal dagilima sahip rassal degiskenlerin herhangi bir
dogrusal kombinasyonu yine normal dagilima sahip olur.
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Onemli Dagilimlar

Normal Dagilimin Ozellikleri

Q X1, X, ..., X, bagimsiz ve 6zdes normal dagilima sahip rassal degiskenler, yani
X; ~ N(u, 0?) ise,

n
2. Xi
i=1

X = — X ~N(u, o*/n)
n
ispat:
5 Xi+Xo+---+X - Xi+Xo+---+X
E(X)=E |2 =22 | var(X) = Var | 22222 n
n
_E(X)+---+E(Xy) _Var(Xy) +---+Var(X,)
B n a n?
_ no?
n -T2
=H =0?/n

Yani, bagimsiz ve 6zdes normal dagilima sahip rassal degiskenlerin ortalamasi yine
normal dagilima sahip olur.
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Onemli Dagilimlar

Ki-Kare Dagilimi

° Z1,7Z,,...,7Z, bagimsiz standart normal dagilima sahip rassal degiskenler, yani
Z; ~ N(0, 1), ise bunlarin karelerinin toplamu ile ifade edilen X rassal degiskeni n
serbestlik derecesi (degrees of freedom) ile ki-kare dagilimina (chi-square
distribution) uyar. Ki-kare dagilimi kisaca asagidaki gibi gosterilebilir.

n
X=>72 — X~x,
i=1

o Bagimsiz bilgi sayisini ifade eden serbestlik derecesi kavrami, ekonometrik
analizde 6nemli bir rol oynar.

o Ki-kare dagilimindaki serbestlik derecesi, toplamdaki terimlerin sayisina karsilik
gelir.
@ Sekil 12°de farkli serbestlik derecesine sahip ki-kare dagiliminin PDFlerinden

gorildig tizere ki-kare dagilimi hi¢bir zaman negatif degildir ve ayrica normal
dagilim gibi simetrik de degildir.
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Onemli Dagilimlar

Ki-Kare Dagilimi

fix)

df=2

Sekil 12: Farkli Serbestlik Derecesine Sahip Ki-Kare Dagilimina Ait PDF’ler
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Onemli Dagilimlar

t-Dagilimi

@ Z standart normal dagilima ve X ise n serbestlik derecesi ile ki-kare dagilimina
sahip bagimsiz rassal degiskenler oldugunda, yani Z ~ N (0, 1) ve X ~ x2,
asagidaki gibi tanimlanan 7T rassal degiskeni n serbestlik derecesi ile t-dagilimina
(t-distribution) uyar. t-dagilimi kisaca asagidaki gibi gosterilebilir.

z

VX/n

T =

— T ~t,

o t-dagilimy, serbestlik derecesini paydadaki ki-kare rassal degiskeninden alir.

@ Sekil 13’de farkli serbestlik derecelerine sahip t-dagiliminin PDFlerinden
gorildigi tizere t-dagilimy, standart normal dagilima benzer bir sekle sahiptir.
Fakat, standart normal dagilima gére PDF’si daha fazla yayilmistir ve bu nedenle
kuyruklarda daha fazla alana sahiptir.

o Serbestlik derecesi biiytidiikce t-dagilimi, standart normal dagilima yakinsar.
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Onemli Dagilimlar

t-Dagilimi

|
-3 0 3
Sekil 13: Farkli Serbestlik Derecesine Sahip t-Dagilimina Ait PDFler
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Onemli Dagilimlar

F-Dagilimi1

o X; ve X, sirastyla k; ve k; serbestlik derecesi ile ki-kare dagilimina sahip bagimsiz
rassal degiskenler oldugunda, yani X; ~ X}zﬂ ve X; ~ )(,%2, asagidaki gibi
tanimlanan F rassal degiskeni k; ve k, serbestlik dereceleri ile F-dagilimina
(F-distribution) uyar. F-dagilimi kisaca asagidaki gibi gosterilebilir.

_ Xi/ky
Xa/ky

F~ Fkl,kz

o F-dagilimy, serbestlik derecelerini pay ve paydadaki ki-kare rassal
degiskenlerinden alir.

@ FY, .k, serbestlik derecelerinin siras1 cok 6nemlidir. k; tamsayis1 paydaki serbestlik
derecesi olarak adlandirilir ¢linkii paydaki ki-kare rassal degiskeni ile iliskilidir.
Ayni sekilde, k, tamsayis1 paydadaki serbestlik derecesi olarak adlandirilir ¢linkii
paydadaki ki-kare rassal degiskeni ile iliskilidir

@ Sekil 14'de farkli serbestlik derecelerine sahip F-dagiliminin PDFlerinden
gorildigi tizere F-dagilimi hicbir zaman negatif degildir ve ayrica normal dagilim
gibi simetrik de degildir.

EskisEHiR OsMANGAZi UNIERSITEST 74/ 77 Matematik ve Istatistik © 2023 by Dr. Omer Kara



Onemli Dagilimlar

F-Dagilimi1

f(x) df=2.8

—

df=6,8

«—df=6,20

Sekil 14: Farkli Serbestlik Derecelerine Sahip F-Dagilimina Ait PDFler
Kaynak: Wooldridge (2016)
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Ek Bilgiler

o Euler sayisi e’yi hesaplayabilmek icin birlesik faiz hesabini kullanacagiz.
A=P(1+r)"

A donem sonu miktar; P anapara miktari; 7 faiz orani; 7 ise donem sayisidir.
@ Varsayalim ki 1 TL anaparaniz var ve yillik faiz orani %100.
e Anaparanizi yillik faize verdiginizde, faiz oram % = %100 olacak ve yil sonunda elde
1
edeceginiz miktar: A = 1 (1 + %) =2TL
o Ayni miktar1 aylik faize verdiginizde, faiz oran1 1—12 = %8.33 olacak ve y1l sonunda elde
12
edeceginiz miktar: A = 1 (1 + %) =2.61TL
o Ayni miktari giinliik faize verdiginizde, faiz orant % = %0.27 olacak ve yil sonunda
36
elde edeceginiz miktar: A = 1 (1 + %) =2.71TL
o Ayni miktar siirekli faiz isleyecek sekilde yatirilirsa, yil sonunda elde edeceginiz
n
miktar: A = 1 (1 + %) =2.718281828... TL

X—00
@ Kisaca euler sayis e su sekilde hesaplanabilir.
> 1 1 1 1

e = —_= — —_ i

g "o 1 2
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